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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a una sola de las
cuestiones de cada uno de los bloques. La puntuacion de las dos cuestiones de
bloque es la misma.

BLOQUE 1

1°) a ) Enunciar el Teorema de Rouché-Frébenius.
b ) ¢ Puede un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas tener Unical
dos soluciones distintas? Justificar la respuesta.
c ) Estudiar, utilizando el Teorema de Rouché-Frébenius, el siguiente sistema:
X—y+z=3
2x+y-3z=1
8x— 95y+ & =19
a)
El Teorema de Rouché-Frébenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucidén es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el numero de incognitas. La condicién necesaria y suficiente para q
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incégnitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)
La respuesta es no. Segun el Teorema de Rouché-Frébenius, las posibilidades
resolucidon de un sistema de ecuaciones lineales es que sea compatible o no. Si es i
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compatible el sistema no tiene solucion. Si es compatible puede ser determinado, en
yo caso la solucién es Unica o indeterminado, en cuyo caso el sistema tiene infinitas
luciones.

De forma grafica: un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas
tres planos en el espacio. Cada solucién del sistema es un punto que pertenece sir
neamente a los tres planos. Si tres planos tuvieran dos puntos en comudn tendriar
recta en comun y por lo tanto infinitos puntos en comun.

c)
1 -1 1 1 -1 1 3
M=[2 1 -3|;; M=[2 1 -31
8 -5 3 8 -5 3 19
1 -1 1
IM|={2 1 -3/= 3 18 24 & 15 6=33-33=0 = Rangode M =2
8 -5 3
Vamos a estudiar ahora el rango de M’:
1 -1 3
M={C,C,C}l=1]2 1 1|= 19 36 & 24 5 38 62-62=0
8 -5 19
1 1 3
M= {C,C,C}=|2 -3 1|=- 5% 18 & 72 3 38 98-98=0,=
8 3 19
-1 1 3
M={C,C,C}=|1 -3 1|= 5% ¢ 5 45 3 19 69-69=0
-5 3 19

= RangoM'=2

RangoM= RangoM '= 2< n° incégnitas= Compatibleindeteminado
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2°) a ) Discutir, segun los valores del parametr@l siguiente sistema de ecuaciones:
x+y+az=1
ax+y+z=3
X+2y+az=5

b ) Resolverlo, si es posible, para el casaorde2.

a)
11 a 11 a0l
M=|lag 1 1| ;, M=|la 1 13
1 2 «a 1 2 ab

azrl
Para{a 4 1} = RangdV= RangoM '= 3= n°incégnitas= Compatibledeterminado

1111
Paraa=1= M'={1 1 1 3 El rangode M' es:
1215
111
M={C,C,C}=|113=5%%62351210=2#£0
2 15

Paraa =1 = RangoM =2# RangoM'=3 = Incompatilbe

Paraa=-1=> M'=|-1 1 1 3 El rangode M' es:

1 11
M={C,C,C}=1|-113/=5 2 3t 6+ 513-9=4%£0
1 25

Paraa =-1 = RangoM =2# RangoM '=3 = Incompatille



1121
b)Paraa=2 = M'=| 2 1 1 3|.Resolviendo por Cramer:
1225
112
311
= 5 2 2 _ 2+ 12+ 5—10—2—6:19—18:}:)(
112 2+ 8+1-2-2-4 11-8 3
2 11 -
1 2 2
11
2 31
1 5 2 6+20+1-6-5-4_27-15_12
YT T 3 T3 g i
111
2 1 3
- 1 25 _ 5t 4+ 3—1—6—10:12—17:_§:Z
3 3 3 3
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BLOQUE 2

Xx=1-t
1°) Encontrar el plan@ que contiene a la rectas{y =2+t y es paralelo a la recta s
z=3
determinada por los puntos P(1, 1, 1) y Q(-1, O, 2).

El plano 7 se puede determinar por los vectores directores de las rectas r y .
por un punto cualquiera de la recta r, por ejemplo A(1, 2, 3).

Un vector director de res = (- 1, 1, 0).
Un vector director de s es= PQ=Q-P=(- 1,0,2-(119)=(-2-11).
x-1 y-2 z-3

As V)R 211 0 = 0500 d (- 9+ A2 34 (y-2)=05,
-2 -1 1

X— 1+ Z-9+y-2=0;; m= x+ y+ Z-12=0
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X=1+t X=t

2°) a ) Demostrar que las rectas{y = -t y s=<y=1+3t se cruzan en el espacio.
z2=2+2t z=-1-t

b ) Encontrar la distancia entre ambas rectas.

a)
Vamos a resolver este apartado mediante los vectores directores de ambas re«

Un vector director de r esi =(1, -1, 2) y un director de s es =(1, 3 -1).

Como puede observarse, los vectoresy v son linealmente independientes, lo cual
significa que las rectas se cruzan o se cortan; para diferenciar el caso determinamc
tercer vectorw que tenga como origen, por ejemplo, un punto de r, A(1, 0, 2) y p

extremo otro punto de s, B(0, 1, -1v= AB=B-A=( 0,1~ }-(10,23=(-11,-3).

Si los vectoresu, v y w estan en el mismo plano las rectas r y s se cortan;

caso contrario se cruzan, o sea, Si el rang{cfjde_\} y W} es 2 las rectas se cortan y si
el rango es 3 se cruzan:

1 -1 2
Rangd u, v, W}: 1 3 -1/=-9 2 % 6 1 3= 9-13=-4#0= Rango=3
-1 1 -3

En efecto, las rectas r y s se cruzan.

b)
Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist:
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene



origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V:ﬁu.(_'vD_v)\):‘ﬁuD_\»/‘-h:‘GDV‘-d = d=‘u._(VEW)‘
ullv

1 -1 2
1 3 -1

d_ru-(VDW)‘_ -1 1 -3|| |-o9+2-1+6+1-3] [9-13 4 _

T R R e T e
1 -1 2
-1 1 -3

4

= 2:2\/§u:d

N1
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BLOQUE 3

1°) a ) Definicion de derivada de una funcién en un punto.
3+X

b ) Utilizando la definicion de derivada, encontrar la derivada de la furf¢ir- N

en el punto x= 3.

., 3+ X .
c ) Encontrar la ecuacion de la tangente a la Clyrva—z en el punto de abscisa
X_

X, =3.

a)

Consideremos la funcion f de la figura, continua en el punto A, de abscisa a. S
denomina tasa de variacion media de un intervalo cerrado [a, b] a la expresion:

TVM[a, b] = w 0

La TVM[a, b] es la tangente o pendiente de la secante de la funcion f que pasa
por los punto Ay B.

La derivada de una funcién en un punto es la tasa de variacion instantanea de
funcion en ese punto, o0 sea, es el limite cuandoa de la fraccion (1). Si hacemos el
cambio de variable b - a = h, queda finalmente la expresiéon de la derivada, que se e
presa como sigue:

(8)= y(a) = h”To f(a+ hr?— f(a)

La interpretacion grafica de la derivada de una funcién en un punto puede ded
cirse de la observacién de la figura: cuando b tiende a a (h tiende a cero), el punto B
tiende a aproximarse infinitamente al punto A, con lo cual la secante tiende a confun
se con la tangente; es decir:

la derivada de una funcién en un punto es la tangente de la funcién en ese punto



3+3+h _3+3
((x)=3"% o @)= M FB+N)-FEF_ M 34h-2 3-2_
X=2 h-0 h h-0 h
6+h 6 6+ h-6-6h
_ lim M: lim 1+h _ lim -5h _ lim -5 __ :f'(3)
h-0 h h-0 h h - 0h(1+h) h- 01+h

La tangente a una funcién en un punto tiene como pendiente m la derivada d
funcién en ese punto, es decir: m = -5.

El punto P de tangencia para x = 3 é@): §,+ 2 _

226: P(3 6)

Sabiendo que la recta que pasa por un puntg-esg;, = m{x-x, ), la tangente es:
y- &-bx- B ;;y- 6- 5+ 15 5x+y-21=0.

La recta tangente pedidaes: t= 5x+y—-21=0
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2°) a ) Determinar el punto de la curya x* cuya distancia al punto P(6, 3) es minima.
b ) ¢ Cual es esta distancia minima?

a)
R El punto Q por pertenecer a la
Y [ Ry 2
/ ; curvay=x* es dela formsQ(x, X )
y=X

La distancia entre los puntos P
y Q tiene que ser minima, por lo tanto,
—__d P(6,3) SU derivada tiene que ser nula.

|
/ a=l=e +be -3 =

= X — 12+ 36+ X* —6x> +9 =

{®)

V><

O 1 6

=¥ - 5¢ —1X+45=d

4¢ -1k -12 _ 2x® —5x—6

d'= =
2/ = BE —1X+45 /X — 5 - 12X +45

=0=> 2 -%-6=0

Aplicando Ruffini:

2 0 -5 -6
2 4 8 6
2 4 3 0

El Unico valor real de x es el hallado, ya que la ecuacion residual de segundo ¢
do 2x* + 4x+3=0 no tiene raices reales:

_-4V16-24_-4xV-8 _

2¢ +4x+3=0;; x=

XOR.
4 4 -

El punto pedidoes Q(2, 4)

b)

d=PQ=4( 2 §+(4 ¥ =y(- ¥+ 2 =J16+ 1=+17 unidadesd
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BLOQUE 4

1°) a ) Justificar geométricamente que si f es una funcion positiva definida en el intet
lo [a, b] y cO[a, b], entonces se cumple que:

i {x Xm-I t())-dx:i f(x) - dx

b ) Justificar geométricamente que si f y g son funciones definidas en [a, b] y para t
x0[a, b|] se cumple qué< g(x)< f(x) entonces:

zgﬁ))-dxsz (x) - dx

nx
X2

~dx<1.

2 se
c ) Demostrar quex< | N
0

1

a)
YA







2°) a ) Enunciar la Regla de Barrow.
b ) Calcular el area del recinto determinado por la cwrvai%, las rectasx=2 y
X

x=-2 Yy el eje de abscisas.
a)
El enunciado de la regle de Barrow es el siguiente:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una funcién primiti-

va de f(x) en dicho intervalo, entonces se verifica la siguiente igualdad:
b

[ (¥ - dx= F(b)-F(a)

a

>) La situacion grafica es la siguiente:
X=-2 X=2
— 2 O 2 ‘xt
A:Z-JZ' 1 ;- =2 [arctag x|; = 2- (arctag2-arctag P= 2 {111 §=222u’

o1+ X
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