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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a una sola de las
cuestiones de cada uno de los bloques. La puntuacion de las dos cuestiones de
bloque es la misma.

BLOQUE 1

1°) a ) Definir qué se entiende por conjunto de vectores linealmente independientes.

b ) Determinar, en funcion de los valoresde u, el maximo namero de vectores in-
dependientes que se puede extraer del siguiente conjunto de vectores:

u=(2-242), v=(2-1, 4-2,0y w=(4, A, A)

a) Dado un conjunto de vectores en el espacio, decimos que son linealmente i
pendientes si ninguno de ellos puede expresarse como combinacién lineal de los de
En caso contrario se dice que son linealmente dependientes.

Al mayor numero de vectores de un conjunto que son linealmente independier
se llama rango. Por ejemplo, en un conjunto de tres vectores, son linealmente inde
dientes cuando no estan en el mismo plano.

Para determinar el rango de varios vectores se determina el rango de la matriz
forman.

2-1 A Al |[A-1 0 ©
b) |[20-1 u-1 0|=|2-1 -1 0/=(A1-1)-
A A A A A A

A=0
=AA-1-(t-1)=0={41=1} = Rango=2
H=1

u-1 0| __,u—lO:
e
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Para{d# 0;A1#1; u#1}, los vectoresu, v y w tienen rango 3, que es el ma-
Ximo rango que pueden tener; en esta caso son linealmente independientes.
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2°) a ) Enunciar el Teorema de Rouché-Frobenius.
b ) Clasificar, segun los valores de el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Axt y+z=A
X+ y+Az=A
X+ y+z=A

c ) Resolverlo, si es posible, pata 1.

a)

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucidon es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condiciéon necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el nimero de incégnitas. La condicién necesaria y suficiente para qt
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)
111 A11a
M={11A|; M=/1121
111 1111
111
IM|=]1 1 A|=A+1+1-1-1-F=-F+2-1=-(1-1"=0 = A=1
111

ParaA #1 = Rangavi= RangoM '= 3=n°incognitas = Compatible determinado

Para A =1 elrango M '=1 = Compatible Indeterminado

c)
Parad =1 resulta: x + y + z = 1; las infinitas soluciones se obtienen fijando ¢
valor de dos de las incognitas y calculando la tercera.
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BLOQUE 2

X=1+2t
. : X—2z=3 :
1°) Estudiar si las rectag.={y=1-t vy SE{y+z—O determinan un plano y, en
z=3+t B

caso afirmativo, encontrar su ecuacion.

X—-2z=3 x=3+2k X
S= = z=k = = s=J{y=-k
y+z=0 .

Las dos rectas tienen el mismo vector director: (2, -1, 1), por lo tanto: o son
coincidentes o paralelas.

Para diferenciar el caso comprobamos si un punto de r, A(1, 1, 3), pertenece
alarectas:

- 2-3%23
= A(11,3) = — B s= Lasrectasson paralelas
1+3#0

X—2z=3
y+z=0

Para determinar el plana que las contiene consideramos el vector AB,
siendo B(3, 0, 0) un punto de la recta s:

v=AB=B-A=(300-(113=(2-2-3)=v

El plano pedido es el que tienen como vectores directorgsv y contiene, por
ejemplo al punto B(3, 0, 0):

Xx-3 'y z
7{B;IL_V)E 2 -1 1|=0; 8x 3+ 2y 27+ 2z+(x-3+6y=0 ;;
2 -1 -3

fx— B+ 8=0;;x- 3+ y=0;; 7=x+2y-3=0
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X=1+t
2°) a ) Hallar la distancia del punto P(1, 1, 1) a la reetay = -1+t
z=3+2t

b ) Comprobar si los puntos A(1, -1, 3) y B(0, -2, 1) pertenecen a la recta r y determi
el area del triangulo PAB.

a)
La distancia de un punto a una recta viene dada por la siguiente férmc
QPOV| ~
d(P, r)= ‘_,‘ , siendo Q(1, -1, 3) un punto de rw=(1,1, 2) un vector director de
\'
la rectar.

QP=P-Q=(11}-(1-139=(02-2)=0P

ik
. ]o 2 -2
o(p r:QPDV\: 11 2] [4-2-%+2|_[6-2j-2k| _
’ ‘V VI +1% +2° V6 V6

& +(-2 +(-2° _V36+4+4 a4 _22 V2243 _ 66

ud271u=d(P, r)

J6 J6 V6 V3 3 3
b)
" A(L-13) -~ [A (r esvidenteen laecuacion
x=1+ —
O=1+t;;t=-1
YT = e 21) 2=-1+t;;t=-1 = BO
Z::3+'2t ) y - - 1 U = r
1=3+2;;t=-1

AB=B-A=( 0 2)-(1-13=(-1-1-2)=AB

AP=P-A=(11)-(1-13=(02-2)=AP

ik
Area(PAB):%-HKBDNﬁH:% J-1 -1 -2 :% 12-X+4-2j|=

=/110332 % = Area

L gogjop =6 rEY D _V36rara a4
2 2 2 2
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BLOQUE 3

1°) a) Definir a qué se llama derivada de una funcién en un punto.

b ) Utilizando la definicién de derivada, calcular la derivadé(el= x* -3x en % = 1.

c ) Encontrar la ecuacion de la tangente a la ciyva® —3x en el punto de abscisa
X, =1.

a)

Consideremos la funcion f de la figura, continua en el punto A, de abscisa a. S
denomina tasa de variacidon media de un intervalo cerrado [a, b] a la expresion:

TVM[a, b] = —f(tg - ; (@) O

La TVM[a, b] es la tangente o pendiente de la secante de la funcion f que pasa
por los punto Ay B.

La derivada de una funcién en un punto es la tasa de variacion instantanea de
funcion en ese punto, o0 sea, es el limite cuandoa de la fraccion (1). Si hacemos el
cambio de variable b - a = h, queda finalmente la expresiéon de la derivada, que se e
presa como sigue:

(a)= y(a) = h”To f(a+ hr?— f(a)

La interpretacion grafica de la derivada de una funcién en un punto puede ded
cirse de la observacién de la figura: cuabde a (h tiende a cero), el punto B tiende a
aproximarse indefinidamente al punto A, con lo cual la secante tiende a confundirse
la tangente; es decir:

la derivada de una funcién en un punto es la tangente de la funcién en ese punto

b ) Utilizando la definicion de derivada, calcular la derivad#(ele= x* —3x en x% = 1.



f(X=»-3x=xx*-3) = f'(x):h”inO flxr hrz_ f(x) =

[im ()(+ f'b[(x+ h)Z _3]— X(x2 _3) _
h-0 h

= f'(x)=

lim (% B(% + 2hx+ h2—3)—x3+3x:
h-0 h

lim  3+2 hk+ h x3 x h>%+2ﬁx+h3—3h—x3+3x:
h-0 h

lim 3h% + 3t x+h® =30 _ lim h(3% +3hx+h? - 3)

h-o0 h h-o0 h =3¢ -3=9x-1)= f'(x)

Parax,= 1= f ()= 3(£-1=0=f'(1)

c)
La recta que pasa por un punto conocida la pendientg-eg:= m(x-x,).

y,=f(0=0= P(0,0) ;; m=f(0)=0=m

y y=nix-%x)=y- & k- 0 = Retatangente y=0 (Eje X)
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2°) a ) Enunciar una condicidn necesaria para que un puséaxin punto de maximo o
de minimo relativo de una funcion f que sea derivable en dicho punto.

b ) Encontrar dos numeros positivos cuya suma sea 10 y tales que el producto de ut
ellos por el cuadrado del otro sea maximo.

a)

La condicion necesaria para que una funcién tenga un maximo o0 un minimo re
tivo para un valor de abscisa, BS que la funcion sea continua en ese punto, (lo cual ¢
cumple por ser derivable) y que su derivada se anule para x = X

La explicacion es que una funcidn es creciente en un punto cuando su derivac
positiva en ese punto y decreciente cuando su derivada es negativa; en un maximo
un minimo la funcién no es ni creciente ni decreciente y, como existe, necesariam
tiene que ser cero.

b)
Namerosa y b a b=10 Y=a-b’> = Maxima

a=10- b= Y=(10- b -b* =100 -b°

b, =0 - (para minimg
Y* 20~ 3= 0;;b(20-)=0 = , =20

3
a= 10—b:10—2_0:M:l_O:a
3 3 3
, 10 20
Los numerossong Yy ?
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BLOQUE 4

1°) a ) Utilizando el método de integracion por partes, calduiaerx- dx.

b ) Calcular el area determinada por la cuyval x, el ejo OX y larecta x = e.

a)
Lx:u-+du:£-dx 1
I:jo-dx:> X = |= Lx-x—jx-—--dﬁ:x-Lx—jdx:
dx=dv- v=X X

= x Lx- x+C=xLx-1)+C =1

b)
La situacion gréafica se ilustra en la siguiente figura:
YA ]
i y =LX
O 1 1
1 i
2 | g

chj Lx de|[ X Ll =[dLe- J-[ (L + J=e(+ I-(0-D=0+1=1u*=A
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2°) Calcular el area limitada por la cur\ya: 1 ~, el eje OX y las rectax:% y
- X

v

g
Vool

Por ser funcion par, es simétrica con respecto aleje Y, por lo cual el area pedid:

2

0

I:J' 12 _dX:J-(iJrij_dX:J- A- Ax+ B+Bx_dX:J-(— A+ B)x+(A+B)

-dX=
1- X 1+x 1-x 1-x° 1-x°
A+B=0 N 1 cdx _1 ) =
:{ A+B:1}:>B_§” B I1+x 2 J1-x [L(1+X) (2=«
1 Lex fiex

2 1-X 1-Xx

Sustituyendo en (*) el valor de I, resulta:

! 1 1+x]e [ 1+x]: 1+ 140
A=2[1]z=2. 21 %) | M ix —L—2 L-— =13 L1= L3-0= L3’
2 1-x 1-X .1 T1-0 -

2
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