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Observaciones importantes: El alumno debera responder a una sola de las dos cue:
nes de cada uno de los blogues. La puntuacién de las dos cuestiones de cada bloq
la misma y se indica en la cabecera del bloque.

BLOQUE 1

1°) a ) Enunciar el Teorema de Rouché-Frébenius.

ax+ y+tbz=-4 X—2y+3z=1
b ) Los sistemas bx+ ay+cz=-9 y {x+z=-1 son equivalentes. Hallar los
cx+ by+az=-11 X-z=3

valoresde a, b yc.

a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucidon es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el numero de incégnitas. La condicién necesaria y suficiente para qt
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incégnitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.
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ax+ y+tbz=-4 X—2y+3z=1
b ) Los sistemas bx+ ay+cz=-9 y {x+z=-1 son equivalentes. Hallar los
cx+ by+az=-11 X-z=3

valoresde a, b yc.

Resolviendo el segundo sistema se tiene:

X+z=-1 = De las dos ultimas ecuaciones se deducexque ;; z=-2. Susti-
Xx—z=3

tuyendo estos valores en la primera resulta:

{x— 2y+3z=1

X— ¥+ 3=1;,F F-6=1;,-2y=6;,y=-3
Sustituyendo los valores de X, y, z en el primer sistema:
axt y+bz=-4 x=1 a-3-2b=-4 a-2b=-1
bxt ay+cz=-9 = {y=-3; => {b-3Aa-2c=-9 -3a+b-2c=-9
cxt+ by+taz=-11 z=-2 c-db-2a=-11 -2a-3b+c=-11

De la primera ecuaciona = 2b—-1. Sustituyendo este valor en las otras dos ecua
ciones resulta el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas siguiente:

-qd2b-1)+b-20=-9| -@+3+b-20=-9| -H-2x=-12
- d>-1)-D+c=-11 - 4+2-D+c=-11 -7b+c=-13

Multiplicando por dos la segunda de las ecuaciones:

-H-2x=-12 O
—l43+20:—26}:>_19_ 38;;b=2:;;a=Dd-1=4-1=3=a
-7b+c=-13;; -14+c=-13;; c=1

Solucién: a=3,b=2,c=1.
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29) a ) Se consideran los vectoreg =( 1,1 2,u, =(- 1 0,v, =(0,-1,1) y
v, =(1, - 2, 0). Demostrar que para todo nimero realel vector w= (- 2a, 3a, a)
es combinacion lineal de, y u, ytambiéndey, y v, .

b ) Elegir tres vectores linealmente independiente entrejlosy,, v, y v, y escribir
el otro como combinacion lineal de ellos.

a)

Para demostrar que los vectones=( 1, 1 2,u, =(- 1,1, 0, w =(- 2a, 33, a)
estan en combinacion lineal basta con demostrar que el determinante que puede fol
se con ellos tiene valor cero; indica que los vectores son coplanarios y, por lo tanto,
nen de rango dos.

1 1 2 1 12
Rango{ul, U, w}: -1 1 O|=a-|-1 1 O|=a(%* 6+4+1)=a-0=0
-2a 3a a -2 31

_— —

Los vectoresuy WY Yy w estanen combinacid lineal

0 -11 0 -1 1
Rango{_vl', v,, Vv'}: 1 -2 0/=a:|1 -2 0/=a(3 4+)=a-0=0
—-2a 3a a -2 3 1

P —

Los vectoresy, y y w estanen combinacid lineal

b)

Tomamos los vectores, =( 1 1, 2,u, =(- 1,1, 0, v, =(0, -1, 1), por ejem-
plo; vamos a demostrar que son linealmente independientes, o sea, que no estan Ic
en un mismo plano y, por eso y no ser nulos, forman una base en la que se puede €
sar cualquier vector en el espacio.

1 1 2
Rango{E, Uz v—l}: -1 1 0= 1+ 2+1=3#0= Son . independiates
0 -11

—_—

=a u+B by v,=a (L1 (-110+y(0-11) =

< |

=(1,-20=(@-8,a+8-y,2a+y) =



1 5
__1:__: 1 -
4 2 By
]_—> _— D —
=—— U ——u +-v
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BLOQUE 2

X =t B
1°) a) Estudiar si las rectgs=<y =t y rzs{xer Z+_1_O se cruzan.
2= o4t Xx+2y+3=0

b ) Encontrar la distancia entre dichas rectas.

a)

Vamos a realizar el estudio por los vectores directores de las rectas. En pri
lugar expresamos la rectapor unas ecuaciones parameétricas:

_[x+y-z+1=0 _ Xty=A-1] -x-y=-4+1 - _o_
2‘{x+2y+3:o - 224> ioy=-3 [ x+2y=-3 [ " ¥=72°4
X=1+2/
X+y=A-1;; X=-y-1+A=2+A+A-1=1+2A=x => r,=y=-2-A
z=A

Un punto y un vector de cada una de las rectas son:

x =t u=(1121 X =1+ 2/ v=(2-11)
n=sqy=t = y r,sy=-2-4 =
z=2+t A0, 0, 2) z=) B(1, -2 0)

Es evidente que los vectores y v son linealmente independientes, ya que:

1. 1 1 o . .
5 # - # 1 Esto significa que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferenciar el

determinamos el vectow= AB=B-A=( 1~ 2 0-(0, 0, 3=(1, -2 -2).

Si el rango de los vectores, v y w es dos, entonces son coplanarios y las
rectas se cortan; si el rango es tres las rectas se cruzan. Veamos:

1 1 1
Rango{t, V, W}= |2 -1 1|= 2 & 4 1+ 2+ 42670
1 -2 -2

Rango{u, v, w}:3 = Lasrectasy y g secruzan




b)
Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

wu(ijﬂimwyhﬂﬁmvyd-3d:‘”j;EWM
u V
11 1
N A
" )_‘u-(VDW)‘_ 1 -2 -2 6 _ 6
PRTTISOV] T[T 0 k| livzi-k-msioj] A+ -]
11 1
2 -1 1
6 6 6 _6ﬂzzgﬂzu:d0 r,)
1 2

T JZiri(af Jarire V14 14 17
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X=1+t -y +4=0
2°) a) Demostrar que las rectas<y=3+3t y ss{x_ Z¥r4__o son paralelas.
z=3+t B

b ) Encontrar la ecuacion del plamg paralelo al que determinan dichas rectas y que
diste de ék6 unidades.

a)
Si las rectas son paralelas, sus vectores directores tienen que ser linealment
pendientes (paralelos).

Una expresion de la recta s mediante ecuaciones parameétricas es:

_J3X-y+4=0 _ Xx-y=-4 3 .
S_{x—z+4:0 - 224 = x:—4+/1}:> (-4+)-y=-43
X=-4+A
-12+3l-y=-4;;, y=-8+31 = s=y=-8+3/
z=A1

Un punto y un vector de cada una de las rectas son:

X =1+t u=(131) X =4+ ) v=(131)
rsqy=3+3t = y s=y=-8+31 =
z=3+t A1 3 3) z=) B(-4,-80)

Es evidente que los vectores y v son linealmente independientes, ya que sor
iguales.

Las rectas r y s son paralelas, c.q.d.

b)
El plano 7' que determinan las rectas es el que tiene como vectores directore
vector de las rectas) ya w= AB=B-A=(- 4- 8 0-(1 3 3=(-5-11 -3).

x-1 y-3 z-1
rlau wsl 1 3 1l|=0y
5 11 3

(9 )¥ (By- B 1fz- X~ 162- )- 1{x-)-Jy-1)=0:;

- (- )t - B @- )= 0;;- X+ 2 - 6- &£+ 4=0;; m'= x- y+22=0

Como el planar' pasa por el origen de coordenadas (carece de término indep



diente), el plano buscado, que en realidad son dos, son los plaiyos,, paralelos al
plano ' y que distan 6 unidades del origen.

Los planosn, y n, tiene por ecuacion -y +2z+D =0.

Sabiendo que la distancia de un plano al origen de coordenadas viene dado p
D

, seria:
++ A + B? + C?

férmula d(O, )=

Losplanossonvy, = x W 2z+6=0 y7n,= Xx-y+22-6=0
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BLOQUE 3

1°) La curva de ecuaciéry= X + axX + bx+c pasa por los puntos A(1, 0) y B(0, -1) y
tiene un minimo para x = 2. Se pide:

a ) Encontrar los valores de a, b y c.

b ) Representar de forma aproximada dicha curva.

a)

Por pasar por A(1, 0} y,, =0 - 0=1+ a+ b+c;; atb+c=-1 (I

Por pasar por B(0, -1y, =-1 - -1=c;; c=-1

Si tiene un minimo para x = 2, la primera derivada tiene que anularse para este
valor:

y=3X +2ax+b = y;,= 0~ 3-Z+4a+b=0; 4a+b=-12 (2
Teniendo en cuenta el valor de c, la expresion (1) resutei=0 (3

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (2) y (3):

4a+b=-12 — da-a=-12: B=-12 - a=-4  b=4
a+b=0 b=-a

y= X —4x* +4x -1
b)

Tratdndose de una funcion polinémica, es continua en su dominio, que es R. L
puntos de corte con los ejes son:

EjeX: y=0 - X -4*+4x-1=0.

Resolviendo por Ruffini:

1 -4 4 -1
1 1 -3 1
|1 -3 1 0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado resultdnt@x +1=0.



3+45
3:9-4 3+ X === 0 262 - c(262 0)
X= = =

2 2 3-45

X, = 038 - D(- 038 0)

Como al eje Y solamente puede cortarlo en un punto, éste es B(0, -1)
Vamos a determinar si tiene otros maximos y minimos:

y= X - &+ 4;,y=0=> X -8&+4=0 ;;

8+ 64-48 8+16 8+4 x, =2 - Minimo - ( de losdatog
X= = = =
6 6 6

X, :5 - Maximo - (necesariarente
y=X —-4x° +4x-1

Yo = 2= 4-2+ 4.2 1= 8 16+8-1=-1 = Minimo = C(2, -1)

3 2
Y, :(gj - 4. (Ej +4.g—1:§—1_6+§—1:£ = Maximo > D(E’ ij
2] \3 3 3 271 9 3 27 3 27

Con los datos anteriores, la representacion aproximada es la siguiente:

\(A

/ -
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2°) De todos los rectangulos de diagomal 62, encontrar las dimensiones del de pe-
rimetro maximo.

Sea el rectangulo de la figura, cuyo perimetro
€S p=2x+2y.

Para expresar y en funcion de x consideramos
el triangulo rectangulo sombreado de la figura, en e
cual, aplicando el teorema de Pitdgoras se tiene:

F=x+y 5 y=Jd —x* =(6v2) -x* =y72-x=y

Sustituyendo el valor de y en la expresion del perimetro queda:
p= X+ 2y = X+ A/72-X?

Para que el perimetro sea minimo, su derivada tiene que ser cero:

p=2s2. X =5 X oo 2= X T2 x=x;
NT2-x° 72-x? 72-x?

72-x2=x* ;;72=2¢ ;;x*=36;; Xx=6

Vamos a justificar que se trata de un minimo:

— 2
SN Y S N - S S

2 — y?2 2
p'=2- X p"'=0- 22\/72 X" __ 272 X7 _
72-X° (,/7—2_)(2) 72-x

__ qr2-s¢)+2x® | 144-2¢ +2%° _ 144 .

(- xeWN12-x  (12-NT2-x¢ _(12-xWi2-% "

p"(6)="- 144 S L I, BTN Maxima cq.j.
(72- €N72-6° 36/36 6

Parax =6 el valor de y esg=+72-x> =/ 72- 36=/36=6=y

El perimetro esmaximo para un cuadrado de lado 6 unidades
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BLOQUE 4

1°) Encontrar el area del recinto determinado por las cqmalsf—z ey=x.
X

Los puntos de corte de las curvas se obtienen igualando sus valores:

2
1+ x?
lo cual hacemos el cambio de variakfe= z:

=X ;;2=xX+X ;; x*+x*-2=0. Resolviendo esta ecuacién bicuadrada, par:

_-1x148 _-1x49 123 [ATH

2 2 2 2 =2

Z+2-2=0;; z
Las Unicas raices reales se obtienen para z =1. Deshaciendo el cambio de v
ble:
x=1- y, =1= A1)

x,=-1- y,=1= B(-1 1)

Las dos curvas tienen ordenadas positivas en sus dominios, que ambos sor R

otra parte, en el intervalo (-1, 1) , todas las ordenadas de la ycurﬁlz—z son mayo-
X

res que los de la curva= x*

Con objeto de facilitar los célculos podemos considerar que ambas curvas
simétricas con respecto al eje Y (son pares), por lo cual el area pedida es la siguient

1 1 2 1 1 2 0
S= {(“X jdx J'1+X2-dx—J;xz-dx:J;“_xz-dx+Jl'x2-dx:

0

_ e 1
—2-[arctag x]0+ 3|7 2arctag 1- 2 arctag O+O—:—3—2-Z—2-O—
1

wlkF
Ny
Wk

:—_SUZ:S
6
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2°) a ) Justificar geométricamente que si f y g son funciones positivas en el intery

b b
[a, b] y si para toso x en dicho intervald(x) < g(x), entonces| { 3 dx< [ g(x)dx.

1
b ) Demostrar qué <| dx4 :
2 1+x
a)
v 4 Como puede apreciarse en
el dibujo adjunto, la superficie
: limitada por la grafica de g(x),
_— | \I(¥) ,
7 gue es la suma de las areasy/S
/'\ S, es igual o mayor (en este ca-
/ (x) : so mayor) que la superficie limi-
: tada por f(x), que es la superficie
de rayado simple denominada
S S, en el intervalo [a, b], donde
! las ordenadas de g(x) son igua-
o) a b §< les o mayores que las de f(x).
b)

En el intervalo [0, 1], las funcionegx) = y f(x)= 1+1 _ son positivas y
X

1+ x*
se cumple quef( < d ¥, OxO[a, b], por lo cual, segun el apartado anterior, se puede

concluir que | { ) dx< [ dx)dx, y siendo:

£ odx - .
S:IHX2 =[ arctag }. = arctagl- arctagozz_():z:s

0 PR S

. todx T+ odx 7 1
SiendoS = =< > = secumpleque:
J; 1+x° 4 J(; 1+ x* yZ 2 Pred
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