I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE MURCIA

JUNIO — 2006

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a una sola de las dos cue:
nes de cada uno de los blogues. La puntuacién de las dos cuestiones de cada bloq
la misma y se indica en la cabecera del bloque.

BLOQUE 1

1°) a) Enuncie el Teorema de Rouché-Frobenius.

b ) Estudie, segun los valores del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales sic
axtay=a
te: x- y+az=a;.
x+2y+3z=a

El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucidon es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicidon necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el nimero de incégnitas. La condicién necesaria y suficiente para gt
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.
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b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a a 0 a a 0 a
M=l1 -1 alyM'=|1 -1 a a|.
1 2 3 1 2 3 a
a a O
IM|=]1 -1 a=-3ar d-2d4-3a=-a-6a=-6afa+1)=0 = a=0;a,=-1
1 2 3
Para {aa;_()l} = RangoM= RangoM '= 3=n° incégnitas= Compatible Determinado
0O 0 0O
Paraa=0= M'=|1 -1 0 0| = RangoM'=2
1 2 30

Para a=0 = RangoM= RangoM '= 2<n° incégnitas= Compatible Indeterminado

-1 -1 0 -1
Paraa=-1=> M'=| 1 -1 -1 -1| = RangoM' =
1 2 3 -1
-1 -1 -1
-{c.c,C}=|1 -1 -1|=-% 2+ 1-1-2-1=-620 = RangoM'=3
1 2 -1

Para a=-1 = RangdV# RangoM' = Incompatilte
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29 a ) Estudie si los vectoresy =(a~a,)l,v, =(2,13,v, =(1 -1 -1) son
linealmente independientes en funcion del valor del parametro a.

b ) Cuando sean linealmente dependientes, escribir, si es pos—;blepmo combina-
cion lineal dev, y v, .

a)

Tres vectores son linealmente independientes si el rango del determinante d
matriz que determinan es tres, es decir: su determinante tiene que ser distinto de cel

a -a 1

Rngd v, , Vv, , 7;}: 22 1 li=—a 2a-a-Wta-2=-2"-3A-1=0;;
1 -1 -1
22’ +3+1=0;; a=_3i4‘9_8:_3j\/1:_iﬂ = a=-1; azz-%

Los vectoreﬁ, _\{ Y son linealmeng independiatesall R—{—L —%}

b)
Paraa=-1= v, =(- L1)L,v, =(- 213, v, =(1 -1 -)

u=a v+B v, > (% -lra (F113+8(-211)>




v, =0 v, -,
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BLOQUE 2

x=1+A
1° ) Las trayectorias de dos aviones vienen dadas por las reetag=1-1 vy
z=1+21
A

1_
A
2

l\.)_‘
1l
N < X

a ) Estudiar si las trayectorias se cortan, se cruzan o son coincidentes.
b ) Calcular la distancia minima entre ambas trayectorias.
a)

Las trayectorias son las rectas respectivas, por tanto su estudio es equivaler
estudio de la situacién de las rectas.

Se realiza el estudio por los vectores directores de las rectas.

Un punto y un vector de cada una de las rectas son:

x=1+ A u=(1-12) x=1-4 |v=(-110)
nEqy=1l-4 = y pEqy=4 =
z=1+2) A1 1 1) z=2 B(1 0, 2)
1._-1.2

Los vectoresu y v son linealmente independientesi: = 71 # 9

Esto significa que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso d
minamos el vectorw= AB=B-A=( 1,0 2-(1 1 9=(0, -1 1).

Si el rango de los vectores, v y w es dos, entonces son coplanarios y las
rectas se cortan; si el rango es tres las rectas se cruzan. Veamos:

1 -1 2
Rango{_d, V, W}: -1 1 0O|=1+2-1=2#0
0 -11

—_—  —  —

Rango{u, v, w}:s = Las trayectoras secruzan




b)
La distancia minima de las trayectorias es equivalente a la distancia minima e
las rectas.

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

v (W= 50V - he| 0] ¢ = d:‘“'_(VDEW)‘
uuv
1 -1 2
. - -1 1 0
L o PP
1 12 AL i i k |—2j +k—k_2| |_2_2j| |_i_j|
1 -1 2
-1 1 0
_ 1 a 1 _ _\/E_
T JEY () r0r JIHle0 V2 2 -t )

. . : 2 .
La digan cia minima entrelas trayectorasesde % unidades
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Xx=2-A1
2°) La trayectoria de un proyectil viene dada por la rec&a{y =3+ .
z=1+2A

a ) Estudie si el proyectil impactara con la superficie determinada por el plano de e
cion n=3x+y-2=0.

b ) Calcule el punto de impacto y la distancia recorrida por el proyectil desde el pu
inicial P(2, 3, 1) hasta el punto de impacto.

a)
X=2-A
Larectar =< y=3+A1 no estd contenida en el planeE 3x+y-2z=0, ya que Si
z=1+21

un plano contiene a una recta, contiene a todos sus puntos, y ePpang1)0r no
pertenece al plano ya que no satisface su ecuacion.

El proyectil impactara en la superficie del plamcsi la recta r corta al plano en
un punto. Para ello, el vector director de la restas (- 1, 1, 2) y el vector normal al

plano, n =(3 1, -1) tienen que ser linealmente independientes:

_—11&}7’&i = Vv y n son linealmeng independietes

3 1 -1

El proyectil impacta en el plano.
b)
El punto de impacto del proyectil en el plamees su interseccion con la recta r.

El punto Q de interseccion se obtiene sustituyendo en el plano los diferentes v
res de las incognitas de la recta:

x=2-A
rsiy=3+41

z=1+2A
mT=3x+y-z=0

= @22)+(31)-(* 2)=0;;6 A+3+1-1-21=0;;

x=2-2=0
8&M=0;;2-1=0;;1=2 = Jy=3+2=5 = Q(0, 5,5)
z=1+2-2=5 -

La distancia recorrida por el proyectil es igual al médulo del veqor



Fé:Q—P:( 055%5-(2313=(-224).

d:‘ﬁj‘:J(— Y+ 2+ 4=y 4 4 16=+/24=2/6=d

La distancia recorrida por el proyectilesde 2J6 unidades
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BLOQUE 3

1°) Dada la funciony =

X .
, se pide:
1s pi

X?
a ) Dominio de definicion y corte con los ejes.

b ) Intervalos en los que es positiva y en los que es negativa.
c ) Asintotas.

d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

e ) Representacion aproximada de la curva.

a)
El dominio de una funcion racional es R, excepto los valores reales de x que &
lan el denominador.

=1
x*-1=0= (x+1(x-1)=0 = {Xl -
X, =-1

= D(f)=R-{-11

La funcion pasa por el origen de coordenadas: f(0) = 0. El Unico punto de cc
con los ejes es el origen O(0, 0).

b)
Para estudiar los intervalos de ordenadas positivas y negativas tenemos en cl

gue la funcion se puede expresar de la fo X
(x+ )(x-1)°
. X

Las ordenadas seran positivas o negativas, cuando lo sea la flzaeﬁ?(n—l).
X X—

y>0= (-1 001 +e)

y< 0= (-, -20(0 )

Las asintotas de la funcién son las siguientes:



Horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a va
infinito; son de la forma y = k.

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.

X*-1=0;; X =1= x=1;; x,=-1

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

c)

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos:

,X:1-(x2—])—x-2x:x2—1—2x2:—xz—lz—(x2+1): (x
R e e S )

Como el denominador de la derivada es siempre positivo y el denominador
siempre negativo, la derivada es negativa para cualquier valor real de x.

f(¥ es decreciers en sudominio

La anterior implica que la funcién no tiene maximos y minimos relativos.

Para estudiar los puntos de inflexion determinamos la segunda derivada:

f"(x):_ 2 (xz— )f_(x2+ )‘IZI(XZ_])'ZX:_2X3_2X_4X3_4X_2X3+6x_

(- 1) N

2x(x* + 3
f'(x)=0 = (—3):0 = x=0
2
(x* -4)
La condicién anterior es necesaria, pero no suficiente para asegurar que exis
punto de inflexidn; es necesario que no se anule la tercera derivada para ese valor:



BREES 1000 SR PE EX e el

e

(6¢+ 9 (¥ -1-12¢(x* +3) _ &¢ - 6¢ + 6¢ - 6-12x* —36x* _

e e

— 6x* —36x2 -6 _ — 6(x* +6x> +1)
= = = f'"
b1 = )

fr(0)=— 6(+41) =~ +0 = Puntode inf lexionen 0 (0, 0)
(-4) 256

Para estudiar la concavidad de la funcidén estudiamos la segunda derivada:

(-0 ,-90(0, 1) -~ f"(x)<0 = Convexa(n)

f,,( )_ 2x(x2+3) N
(e -1) (-1, 90(L +w) » £"(x)>0 = Céncava (D)

d)
La represtacion gréafica aproximada es la que sigue.

\{(x)

X ¥

|||
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2°) Construir un triangulo rectangulo de perimetro 3 m con area maxima.

Sea el rectangulo de la figura, cuyo perimetro
dado es 3 m.

3-2X

3=2x+2y;; y= >

El valor del area S es:

S':%(B— X)=0= 3-4x=0 ;; ng = y—3_2X

Como puede observarse, se trata de un cuadrado.

Justificacidon de que se trata de un maximo:

S'== .(-4=-2<0 = Méaximg cgq.j.

Se trata de un cuadrado de lado 0’75 metros

*kkkkkkkkk



BLOQUE 4

1°) a) Enuncie el Teorema Fundamental del Célculo.

1
b) Calcule la integral siguiente:= [(% - 1) - & - dx.

0
a)

El enunciado del Teorema Fundamental del Calculo Integral para funciones c
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], su funcion integral a:
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siendo su derivadafg)[a, b] y se ex-
presa de la forma(x) = [ f(x) - dx".

Aungue no se pide, vamos a demostrar el teorema:

De la definicion de F(x) se deduce que:

x+h X x+h

(Fe)h (A% | (x| (f)xdxi (f)(d)txf (}dx—i 0 o= | 1o

a a

Como la funcién f(x) es continua en [a, b], por el Teorema del Valor Medio d
Calculo Integral, existe un ¢ perteneciente al inter{aloc+ h), tal que:

x+h

[ {Xd= 9 (x+h-x= f(c)-h, por lo tanto se puede poner:

H x+ h)— F(x)= f(c) - h, (con h # 0, aunque tiende a cero) o también:

Flx+ hr?_ F(X). Tomando limites cuando - O:

Hxt h-Hx= f(c) h= f(x)=

F(x) = lim  F(x+h)-F(x) _ lim F'Tf(x)dx}: lim F'f(c)'h} lim ()

h-0 h h-0h 3 h - 0Lh "h-o0
Yt Como c perteneciente al intervela x+h),
lim :
n o f(c)= f(x), por ser f(x) continua en
f(x [a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
. cir que:

F(¥= f(x, cgd.




La interpretacion gréafica es la que indica la figura:
b)

En primer lugar resolvemos la integral indefinid&j(% - J) -e?.dx por el
método de “por partes”, cuya formula fesi- dv= u- v-|v- du.

—2X

A:J'(xz—])-e‘zx-dx = {

u= X -1 du=2xdx
VI

€. dx= dvo v:—%e

= A:(xz—])-(—le‘zxj—j—% € .2 xdx -

> e (% -1+ [ e xdx=

N

U= X- du=dx
/\:: . —ZX_
! IX er-dx = €. dx=dv- v= —le'2X X

= Af = X(—Eeixj_j_l —éx dx _l Xé2x +£J‘ e—2x dx= _l Xe—2x +l(_£e—2xj+K -
2 2 2 2 2 2\ 2
1 52X 1 $2X 1 —2X
=—— X&' -—— e+ K=—-—e7(2x+1)+K =
5 2 L& (2xr) K =A

Sustituyendo el valor de;An la expresion de A, queda:

AF—% & (%-1)-= e (2x+1)+ K:—%e‘zx[Z(xz—])+(2x+1)]+K:

1
4

= —?11 g (2x2 +2x)+ K = —ge‘zx (x+1)+ K=A

1
Teniendo en cuenta A, el valor de la integral pedlelq'(x2 -1 .e>.dx es el
0
siguiente:
1

| = {—ge-zx (x+1)} = {—%e‘z (1+1)}—{—%e° (o+1)} =-e” —o:i

0
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X2

2°) Calcule el area determinada por la funcigx)= ————
X +4x+3

Xx=0y x=3.

y las rectasy =0,

Para valores positivos de x las ordenadas de la funcion son positivas, por lo c

2

el &rea pedida es el valor de la siguiente integral defldcajx— dx.
X +4x+3
2
X _ X+ 4x+3-4x-3 - 4x-3
Teniendo en cuenta qug =1+—; , €l valor
X2 +4x+3 X? +4x+3 X“+4x+3
del area es:
3 X2 3 3 —4x -3 .
S=|————dx=|dx+|————-dx=[x,+ |, =S *
J(;x2+4x+3 ~£ J;x2+4x+3 []0—1 )
4 ax+3=0 - X:—4i\/16—12:—4i\/Z:—4i2:>X C1ix =3

2 2 2 g

= X+ 4x+ 3= (x+1)(x+3)

La resolucion de la integral mdeﬁnlcjai3 dx es como sigue:

X" +4x+3

J» —4x-3 X:j —4x-3 o -4x-3 _ A N B _ AX+3A+BX+B:
X +4x+3 (x+1)(x+3) (x+Y(x+3 x+1 x+3  (x+1)(x+3)
_(A+ Bx+(3A+B) A+B=-4 [-A-B=4 _1. 5 .9
B X* +4x+3 X {3A+B:—3 {3A+B:—3 A"E” B= 5 =
:jfi.dxzmz. O [T s | S

X" +4x+3 2 x+1 2 x+3 2° x+1 2° x+3
% L x+1|-2 L|x+3|

Sustituyendo el valor obtenido en la expresiéon (*) queda:

1 9 i
S:[x]§+{E : L|x+1|—E : L|X+3|L =

:3—0{6 L|3+1|-= L|3+3|j ( L[o+1]-= L|O+3|ﬂ



=3+t 42 6=t 042 1334 o0-2 L6042 13-
2 2 2 2 2 2 2

:3+L2—§L6+§L [(3+3 06931 45-17916 45-10986=

= + 3 06931 80629 49438 86339 80629 0574 U =S
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