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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Observaciones importantes: El alumno deberá responder a una sola de las dos cuestio-
nes de cada uno de los bloques. La puntuación de las dos cuestiones de cada bloque es 
la misma y se indica en la cabecera del bloque. 

 
BLOQUE 1 
 
1º)  a ) Enuncie el Teorema de Rouché-Fröbenius. 
 
b ) Estudie, según los valores del parámetro a, el sistema de ecuaciones lineales siguien-

te: 
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a ) 
 
 El Teorema de Rouché-Fröbenius puede enunciarse del modo siguiente: 
 
 La condición necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones con n 
incógnitas tenga solución es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes con el 
rango de la matriz ampliada con los términos independientes. 
 
       Si el rango es igual al número de incógnitas el sistema es compatible determinado. 
 
       Si el rango es menor que el número de incógnitas el sistema es compatible indeter-
minado. 
 
 En el caso particular de un sistema homogéneo, la condición necesaria y suficien-
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coeficientes 
sea menor que el número de incógnitas. La condición necesaria y suficiente para que un 
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incógnitas sea compatible es que el determi-
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo. 
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b ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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2º)  a ) Estudie si los vectores : ( ) ( ) ( )1,1,1,1,1,2,1,, 321 −−==−= vavaav  son 
linealmente independientes en función del valor del parámetro a. 
 
b ) Cuando sean linealmente dependientes, escribir, si es posible,  3v  como combina-

ción lineal de 21 vyv . 
---------- 

 
a ) 
 
 Tres vectores son linealmente independientes si el rango del determinante de la 
matriz que determinan es tres, es decir: su determinante tiene que ser distinto de cero. 
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b ) 
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BLOQUE 2 
 

1º ) Las trayectorias de dos aviones vienen dadas por las rectas 
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a ) Estudiar si las trayectorias se cortan, se cruzan o son coincidentes. 
 
b ) Calcular la distancia mínima entre ambas trayectorias. 
 

----------  
 
a ) 
 
 Las trayectorias son las rectas respectivas, por tanto su estudio es equivalente al 
estudio de la situación de las rectas. 
 
 Se realiza el estudio por los vectores directores de las rectas. 
 
 Un punto y un vector de cada una de las rectas son: 
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 Los vectores vyu  son linealmente independientes: 
0
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1
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1 ≠−=
−

.   

 
 Esto significa que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso deter-
minamos el vector ( ) ( ) ( )1,1,01,1,12,0,1 −=−=−== ABABw . 
 
 Si el rango de los vectores wyvu,  es dos, entonces son coplanarios y las 
rectas se cortan; si el rango es tres las rectas se cruzan. Veamos: 
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b ) 
 La distancia mínima de las trayectorias es equivalente a la distancia mínima entre 
las rectas. 
 
 Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 
entre ambas. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 

 

( ) ( )
vu

wvu
ddvuhvuwvuV

∧

∧
=⇒∧=∧=∧=

·
···  

 

( )
( )

( ) ( )
( )21

222

21

,
2

2

2

1

011

1

011

1

1

22

2

22

2

011

211

110

011

211

·
,

rrd

jijiikkjkjivu

wvu
rrd

===
++

=
+−+−

=

=
−−

=
−−

=
−−+−

=

−
−

−
−

−

=
∧

∧
=

 

 

.
2

2
tan unidadesdeesastrayectorilasentremínimaciadisLa  

 
********** 

A 

B 

d h 

r 1 

u

r 2 

v

w

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

2º) La trayectoria de un proyectil viene dada por la recta  
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a ) Estudie si el proyectil impactará con la superficie determinada por el plano de ecua-
ción 03 =−+≡ zyxπ . 
 
b ) Calcule el punto de impacto y la distancia recorrida por el proyectil desde el punto 
inicial P(2, 3, 1) hasta el punto de impacto. 
 

---------- 
a ) 

 La recta 
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r  no está contenida en el plano 03 =−+≡ zyxπ , ya que si 

un plano contiene a una recta, contiene a todos sus puntos, y el punto ( ) rP ∈1,3,2  no 
pertenece al plano ya que no satisface su ecuación. 
 
 El proyectil impactará en la superficie del plano π  si la recta r corta al plano en 
un punto. Para ello, el vector director de la recta, ( )2,1,1−=v  y el vector normal al 

plano, ( )1,1,3 −=n  tienen que ser linealmente independientes:  
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El proyectil impacta en el plano. 

 
b ) 
 
 El punto de impacto del proyectil en el plano π  es su intersección con la recta r. 
 
 El punto Q de intersección se obtiene sustituyendo en el plano los diferentes valo-
res de las incógnitas de la recta: 
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 La distancia recorrida por el proyectil es igual al módulo del vector PQ. 
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 ( ) ( ) ( )4,2,21,3,25,5,0 −=−=−= PQPQ . 
 

( ) dPQd ===++=++−== 62241644422 222  
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********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
BLOQUE 3 
 

1º) Dada la función: 
12 −

=
x

x
y , se pide: 

 
a ) Dominio de definición  y corte con los ejes. 
  
b ) Intervalos en los que es positiva y en los que es negativa. 
 
c ) Asíntotas. 
 
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
 
e ) Representación aproximada de la curva. 
 

---------- 
a ) 
 El dominio de una función racional es R, excepto los valores reales de x que anu-
lan el denominador. 
 

 ( )( ) ( ) { }1,1
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1
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 La función pasa por el origen de coordenadas: f(0) = 0. El único punto de corte 
con los ejes es el origen O(0, 0). 
 
b ) 
 Para estudiar los intervalos de ordenadas positivas y negativas tenemos en cuenta 

que la función se puede expresar de la forma ( )( )11 −+
=

xx

x
y . 

 

 Las ordenadas serán positivas o negativas,  cuando lo sea la fracción ( )( )11 −+ xx

x
. 
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c ) 
 Las asíntotas de la función son las siguientes: 

( )1+x

12 −x
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Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a valer 

infinito; son de la forma y = k. 
 

  ( ) )(0
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XEjey
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Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
  
  1;;11;;01 21
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 Oblicuas: No tiene. 
 
 (Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador). 
 
 
c ) 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos: 
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 Como el denominador de la derivada es siempre positivo y el denominador es 
siempre negativo, la derivada es negativa para cualquier valor real de x. 
 

( ) iodosuenedecrecientesxf min  

 
 La anterior implica que la función no tiene máximos y mínimos relativos. 
 
 Para estudiar los puntos de inflexión determinamos la segunda derivada: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )xf
x

xx

x

xx

x

xxxx

x

xxxxx
xf

''
1

32

1

62

1

4422

1

2·1·2·11·2
''

32

2

32

3

32

33

42

2222

=
−

+=

=
−
+=

−
−−−−=

−
−+−−−=

 

 

( ) ( )
( ) 00

4

32
0''

32

2

=⇒=
−

+
⇒= x

x

xx
xf  

 
 La condición anterior es necesaria, pero no suficiente para asegurar que existe el 
punto de inflexión; es necesario que no se anule la tercera derivada para ese valor: 
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 Para estudiar la concavidad de la función estudiamos la segunda derivada: 
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d ) 
 La represtación gráfica aproximada es la que sigue. 
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2º) Construir un triángulo rectángulo de perímetro 3 m con área máxima. 
 

---------- 
 

 Sea el rectángulo de la figura, cuyo perímetro 
dado es 3 m. 
 

 
2
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;;223
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 El valor del área S es: 
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 Para que el área sea máxima, su derivada tiene que ser cero: 
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 Como puede observarse, se trata de un cuadrado. 
 
 Justificación de que se trata de un máximo: 
 

  ( ) ...,024·
2

1
'' jqcMáximoS ⇒<−=−=  

 
Se trata de un cuadrado de lado 0’75 metros 
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BLOQUE 4 
 
1º)  a ) Enuncie el Teorema Fundamental del Cálculo.  
 

b ) Calcule la integral siguiente: ( ) dxexI x ··1
1

0

22

∫
−−= . 

---------- 
 a ) 
 El enunciado del Teorema Fundamental del Cálculo Integral para funciones con-
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], su función integral aso-
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siendo su derivada f(x), [ ]bax ,∈∀  y se ex-

presa de la forma ( ) ( )∫=
x

a

dxxfxF · ”. 

 Aunque no se pide, vamos a demostrar el teorema: 
 
 De la definición de F(x) se deduce que: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫
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 Como la función f(x) es continua en [a, b], por el Teorema del Valor Medio del 
Cálculo Integral, existe un c perteneciente al intervalo ( )hxx +, , tal que: 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) hcfxhxcfdxxf
hx

x

·· =−+=∫
+

, por lo tanto se puede poner: 

 
( ) ( ) ( ) hcfxFhxF ·=−+ , ( )ceroatiendeaunquehcon ,0≠  o también: 
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Como c perteneciente al intervalo ( )hxx +, , 

( ) ( )xfcf
h

lím
=

→ 0
, por ser f(x) continua en 

[a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
cir que: 
 
   ( ) ( ) ...,' dqcxfxF =  
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 La interpretación gráfica es la que indica la figura: 

 
b ) 
 En primer lugar resolvemos la integral indefinida ( )∫

−−= dxexA x ··1 22  por el 

método de “por partes”, cuya fórmula es ∫∫ −= duvvudvu ··· . 
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 Sustituyendo el valor de A1 en la expresión de A, queda: 
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 Teniendo en cuenta A, el valor de la integral pedida ( ) dxexI x ··1
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2º) Calcule el área determinada por la función ( )
342
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++
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x
xf  y las rectas 0=y , 

0=x  y 3=x . 
---------- 

 
 Para valores positivos de x las ordenadas de la función son positivas, por lo cual, 

el área pedida es el valor de la siguiente integral definida: ∫ ++
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 Teniendo en cuenta que 
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 La resolución de la integral indefinida ∫ ++
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dx
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x
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 es como sigue: 
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 Sustituyendo el valor obtenido en la expresión (*) queda: 
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