I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE MURCIA

SEPTIEMBRE — 2007

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a una sola de las dos cue:
nes de cada uno de los blogues. La puntuacién de las dos cuestiones de cada bloq
la misma y se indica en la cabecera del bloque.

BLOQUE 1

1°) a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frdbenius.

: : . ax+by=0
b ) Estudiar y resolver, cuando sea posible, el ssteg(ngy_ A

a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones ct
incognitas tenga solucién es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el nimero de incégnitas. La condicién necesaria y suficiente para qt
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)

: .. . ab abo
Las matrices de coeficientes y ampliada sbr 11 y M'= 11 al
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Para @ b= RangoM= RangoM '= 2=n°incognitas= Compatibledeterminado

a ado
Paraa=b#0 = M'= = RangoM'=2
1 1a

Para a=b#0 = RangoM =1 ;; RangoM'=2 = Incompatilbe

000
Paraa=b=0 = M'= 110 = RangoM'=1

Para a=b=0 = RangoM= RangoM'=1< rP incog. = Compatible Indeterminado

Resolvemos en los casos de compatibilidad:
1°) Para a = b = 0 el sistema resulta la ecuacién x + y = 0, cuya solucién es:

x=-y, UxOR

2°) Para & b resolvemos por Cramer:

ax+by=0
X+y=a
O b a o0
a 1| -ab 1l a a’
X = = = i = = =y
a bl a-b a-b a-b
11
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0 -1
2°) Calcule, si es posible, lainversadelamatriz 1 1 -1|.
1 0

Para que una matriz tenga inversa es necesario que su determinante sea di
de cero:

10 -1
|Al=|1 1 -1|=-1+2+1=2#0 = Lamatriz A es inversible .
21 0

Vamos a obtener la matriz inversa de dos formas diferentes:

1.- Por el método de Gaus-Jordan:

10 -1/100 10 -1 1 00
F2<—>F2_Fl
(A/1)=|1 1 -1/0 1 0|= =01 0|-11 0|
F, o F,-2F,
21 0001 01 2[-201
10-11 00 10-11 0 0
{F, ~F,-F}=|01 0|-1 1 0|={F, -iF}=|01 0]|-1 1 0|=
00 2|-1-11 00 1|-1 -1 1
100+ -1 4 : "7 %
={F, - F,+F}=|0 1 0/-1 1 0| = A'=|-1 1 0
00 1f-3 -3 3 2 T2 2
2.- Por determinantes:
10 -1 1 1 2
A=[1 1 -1|;;|A=2;; A"=| 0 1 1
210 -1 -10
‘1 1‘ _‘o 1‘ ‘o 1‘
_1 O2 1120 _1 _i t bl
Adj (A7) =] - . =|-2 2 0|=Adj(A")
-10 |-10 ot | I P,
12 |12 11
11 01 01
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I
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BLOQUE 2

X=A

1°) Estudie si las recta§sx__1 = y; 2 _

1—% yr,= y:1+g/l se cruzan, se cortan

z=2-A
0 son coincidentes y calcule la distancia entre ellas.

La expresion correcta deas:r, = 5 = =

El estudio de la posicion relativa mediante vectores directores es como sigue.

Un vector director de la rectaes v, =(2, 3 -2) y un vector de la recta pue-

— 3
d =11 -, -1}.
e serv, (1 5 j

Los vectoresv, =(2,3 -2) y v, :(J,

N w

: —1j son linealmente dependientes
porsery, = 2- v, , lo cual significa que

Las rectasiry r, son paralelas o coincidentes.

Para diferenciar el caso se puede tomar un punto de una de las rectas y comp
si pertenece 0 no a la otra recta; segun que pertenezca o no las rectas son coincide
paralelas, respectivamente.

Como en el ejercicio nos piden la distancia entre las rectas podemos obviar o
cho en el parrafo anterior por lo siguiente: la distancia entre dos rectas paralelas «
misma que la distancia de un punto de una de las rectas a la otra; segun que la dist
sea 0 0 no, las rectas seran coincidentes o paralelas, respectivamente.

La distancia de un punto P a una recta r viene dada por la siguiente form
‘PQDV‘

Un punto de la recta es P(0, 1, 2); un punto de la rectees Q(1, -2, 2) y un
vector director deyres v, =(2, 3 -2).

d(P, r)= , siendo Q un punto de la recta vyun vector director de la recta .

PQ=Q-P=(1- 22-(013=(1-3 0)=PQ




i ]k

1-3 0
At )= d r)_‘PQDvl 2 3 -2l |e+k+a&+2)| |a+2j+9k|
o o v, \/22+32+(—2)2 N4+ 9+4 V17

62+22+97 36+4+81 121 11 _11x/1_7u_d(Ir )
JI7 NN AN AV,

Las rectas;ry r, son paralelas.
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2°) Estudie si existe algun punto que pertenezca a la vez a los tres planos siguientes

x=1+A
L=EX-y+z=0; 7I,=2=2y ; m,=qy=1+A+u .
z=1+2A-u

Para que exista un punto perteneciente a los tres planos es necesario que el
ma que forman los tres planos sea compatible determinado y la solucion son las coc
nadas del punto de corte.

Para expresar el plamg por su ecuacion general tenemos en cuenta que Sus Ve

tores directores som =(1, 1, 2) y v =(0, 1, -1) y que P(1, 1, 1) es un punto que per-
tenece al plano. Su ecuacion general es la siguiente:

x-1 y-1 z-1
m=l 1 1 2 |=0;-(x3+(z- - Ax-D+(y-9=0;
0 1 -1

- G- I+ (y- I+(z- )= 05— X+ 3+ y-1+2-1=0;; 71, =3x-y-z-1=0

X—y+z=0
El sistema formado por los tres planos ey-z=0; y la matriz de coeficien-
3x—y-z=1
1 -1 1
tesesM =|0 2 -1]|.
3 -1 -1

Para que el sistema sea compatible determinado el rango de M tiene que ser ti

1 -1 1
IM[=]0 2 -1=-2+3-6-1=-6#0 = RangoM =3
3 -1 -1

Losplanos nn,, n, ®, tienenun puntoencomuan

Para determinar el punto de corte resolvemos el sistema por Cramer:

0O -1 1 1 0 1
0O 2 -1 0 0 -1
31 -1 1




*kkkkkkkkk



BLOQUE 3

3

1°) Dada la funcioni (x) :1X—2, se pide:
- X

a ) Dominio y corte con el eje X.

b ) Puntos de discontinuidad, tipos de discontinuidad y asintotas verticales (calcula
los limites laterales).

c ) Asintotas horizontales y oblicuas.
d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e ) Representacion grafica aproximada teniendo en cuenta los resultados de los aj
dos anteriores.
a)

Por tratarse de una funcion fraccionaria su dominio es R, excepto los valores
anulan el numerador, por lo cud)( f)= R-{-1, 1.

Los cortes con los ejes son los valores que anulan la funcion, o sea, el numera
El punto de corte con el eje X es para x =0: O(0, 0).
b)
Segun el dominio, los puntos de discontinuidad son para x =-1y x =1, que Ssol
los Unicos para los que no esta definida la funcion.
Por ser f(- x) = - f(x) se trata de una funcion simétrica con respecto al origen.

Las asintotas verticales son los valores que anulan el denominador:

1-xX¥=0;;x=1;; x,=-1

Para determinar la tendencia en las asintotas de la funcidn tendremos en ct
los limites laterales siguientes:

lim lim x? -1 lim lim X -1
(=, " 1)

) , . lim [im
Por simetria con respecto al origen: e f(x) =+4c0 Yy 1 f(X) = —00,
X — X g

Se trata de discontinuidad inevitable de salto infinito en los dos puntos.



c)

Las asintotas horizontales son los valores finitos que toma la funcion cuand
tiende a infinito; son de la forma y = k.
lim lim  x® : ] :
y=k= f(x)= ~ =0 = No tiene asintotas horizontales.
X - 0 X - 0]l-x

Las asintotas oblicuas son de la forgmramy + n, siendo:

X3

=0=n

lim (x3 +Xj_ lim  x +x-x°

X — 00 X - oo 1—x? X -0 1-X%X°

La asintota oblicua es larecta: y=-x.

d)

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento asi como los
tremos relativos recurrimos a las derivadas:

oy M (1-)-x-(-2x) _ 3¢ -3t +2xt _ - xt 3 X (3-x?) _
9= (1-)x22 B (P iy v (xz-lz)‘f(x)

Como el denominador es positivo para los valores de x pertenecientes al dom
de la funcion, la derivada es positiva 0 negativa segun lo sea el numerador:

f(x)>0= 3-¥>0;; ¥<3;;|x[<V3 =

Crecimieno {-+'3,- 10(- 1 90(1, +v3)

f(x)<0= 3-¥<0;;x¥>3;[x[>V3= Decrecimiato:(—oo, —\/?S)D(\/:_B, +oo)

Para que exista un extremo relativo es necesario que la derivada sea nula:

f'(x)=0 :)((21(?—;2))(22): 0:;%(3-%)=0;;x=0;%=v3;x=-3

Para diferenciar los posibles maximos o minimos recurrimos a los signos de
segunda derivada:




(x) = (6% 4%)-[L- %) —(xz(s)- %) A1) - (-2%) _
1-x2)°

(6x= 4¢) -(1- %)+ 4 (3-x2) _ 6x- 6% — 4¢ + 4¢° +12 - 4x° _ 25 +6X _

(l—xz)3 (l—xz)3 ) (l—xz)3 )

f(0)= %~ 0 = No hay maximo ni minimo (Para punto de inflexion)

£(y3)= 2/3:(3+3) _12/3

<0= Méaximo para x =+/3
(1-3)° -8 P

f(@):%’ﬁ’:——3 = Maximo = P(ﬁ, —%}

Por ser la funcion simétrica con respecto al origen tiene un minimo relativo er

punto Q(— V3, ?j .

Para que existe un punto de inflexion para x = 0 es necesario que no se anu
tercera derivada para este valor.

fo) = LB B (EX] - ale+ 3 di-x) (29
(1—x2)6

(62 + g (1~ ¢)+12¢(x* +3) _ 8¢ - 6¢ + 6- B¢ +12x* +36x> _ 6x' +36x° +6 _

(1—x2)4 (1—x2)4 ) (1—x2)4

o) gy

f(0) :gat 0 = Existe punto de inflexion parax =&.(J= 0= P.l1.= 0(0, 0)

e)
Con los datos obtenidos con anterioridad tenemos elementos suficientes para
lizar el dibujo de la gréafica de la curva con la suficiente precision, que es la siguiente
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2°) Una cartulina tiene forma rectangular con 30 cm de base y 20 cm de altura. Se ¢
re construir un cajon (sin tapadera) con la forma resultante tras recortar cuatro cue
dos de lado x en cada esquina de la cartulina. Calcule x para que el volumen del c
resultante sea maximo. Calcule dicho volumen.

.................

20 cm

30cm 20 — 2x

Sea x el valor del lado del cuadrado recortado de cada una de las esquinas ¢
cartulina.

El volumen de la caja resultante es:

V=( 20x¢ 302 x=( 600 40c 60¢ 4%) -x= 4¢ —100¢ +600x=V .

Para que el volumen sea maximo su derivada tiene que ser nula:

V=" 2- 200 609 {48 - 50+ 15p= O ;; 3¢ - 5x+150=0

_ 25+5/7
_ 5@:/2500-1800 _ 50£4700 _ 50+10V7 _ 25¢5/7 _ XT3
2.3 6 6 3 25- 57
X, = ——
3
Es evidente que la soluciog = 25+35\/7 > 25+35'2 :§>10 no tiene sentido
|6gico; téngase en cuenta que uno de los lados de la cartulina mide 20 cm.
La solucién légica es = ZS_TS\E cm.

Para justificar que se trata de un maximo calculamos la segunda derivada:

V (x)= 24- 200;;V'(%W):24-%_TS\/7— 206 425 5/7)-200=

= 200 4¢ 7+ 200=-40/4<0 = Maximqg cq.j.




El volumen pedido es el siguiente:

V= ax - 25+150) ;; V(=21)= 4

2557 |(25-5/7) _ . 25-5/7
3 3 3

+ 150] =

= 2025

9 3 B

s b0} s ) sz e, .
3 3 3 ?

_ g0, 5-V7 32 1077- 75+ 15/7+54 _ 500 (549 (11 5/7)=
3 9 27
500 500 500 500
=="" {55 2§/ 7-14/7-35)=""" {20+14/7)0>"" {20+ 3704)="_" -5704=
r (59 287 1/7-30=57 o)y (2o smd =
_ 28526

= 105631 cnt OOV
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BLOQUE 4

: x3+2
19) Calcule la integral = [ ——— - dx.
X +3x+2
x> +2 | X2 +3x+2
-x® -3x* —-2x X—3
0 -3x* -2x +2
+3x> +9x +6
O +7x +8
3 + + 2 +
= 2x 2 dx:j(x—s 27x8 j'd _X g J-27x8 - dx=
X+ 3X+2 X" +3x+2 2 X"+ 3x+2
X2
=5 XL EL ()
Para resolver la integral lescomponemos factorialmente el denominador:
— 2+ ./0—= — 2+ Xj_:_l
X+ X+2=0;; x= 3_29 8 _ 32_1:> {x = ¥ + 3x+ 2= (x+1)(x +2)
L =—

7X+8 7X+8 A B
|, =] =l—" =\|| — . =
' jx2+3x+2 o J'(x+1)(x+2) ax j(x+1+x+2j o

_J-Ax+2A+Bx+B_ _I(A+B)x+(2A+B) g — A¥B=T7|  -A-B=-7
- \ X2 + 3x + 2 2A+B=8[ "' 2A+B=8

(x+ x+2) i

= A=1;,B=6 = Il:j(x%l+xfzj-dx: L|x+2+6L|x+2|=1,

Sustituyendo el valor de én la expresion (*), queda finalmente:

2
| :%—3x+ L x+1+6L| x+2[+C
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2°) Calcule el area encerrada por el eje X y la funcifx) = xcosx entre los valores
7 7

X=—= y X==—,
2 Y 2

La funcién f(x)= x -cosx tiene como dominio de definicion R y es continua en
su dominio; teniendo en cuenta qiie- x) = - f(x), la funcién f(x) es simétrica con res-
pecto al origen, lo que implica que, en valor absoluto, las superficies encerradas p¢

eje X y la funcion entre los valor%sl—;, O} y {0, 7—21 son iguales.

En el intervalo0, Z| los valores de x y cos x son positivos, por lo tanto lo sera ¢
valor de f(x).

Segun lo expuesto anteriormente el area pedida es:

us

2
S= 2 x -cosx-dx =
J; cos X dx dv- v=senx

X= U- dx=du }
=

n L
= 8 2-[ X senx- [ senx -dx]g = 2.[ x senx+cosx|Z =

=2. (I—T-sen7—7+0057—7j—( 0sen G cosO :2-(5 -1+O—O—1):2-(7—T—1j:
2 2 2 2 2
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