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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a una sola de las dos cue:
nes de cada uno de los blogues. La puntuacién de las dos cuestiones de cada bloq
la misma. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen calcu
simbdlico de gréficas.

BLOQUE 1
1 2 -2
1°) Calcule, si es posible, lainversade lamairiz -1 3 -1].
0 -2 1

Para que una matriz sea inversible es condicién necesaria que su determinan
sea nulo:

1 2 -2
|A|=|-1 3 -1|=3-4-2+2=-1 = Lamatriz A tiene inversa.
0 -2 1
1 -1 0
La matriz traspuesta de A es la siguiete=| 2 3 -2]|.
-2 -1 1
‘3 -2| |2 —2‘ ‘2 3‘
DR R I B I B T R ~1 -2 -4
o -1 0 1 0 1 -1 .
Adj A =| - - =113 = A =-1 -1 -3
-11 -2 1 -2 -1 2 2 5 o _2 _g
-1 0 |1 0 1 -1
3 -2 2 -2 2 3
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x-y-z=b
2°) Clasifique el sistema -x+y=2¢, segun los valores de los parametros ay b.
X+ ay+2z=-2

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 -1 1 -1 -1 b
M=(-11 O}| ;; M=|-12 1 0 2
1 a 2 1 a 2 -2

Los rangos, en funcion de los parametros a y b de las matrices anteriores son:

1 -1 -1
|M|:—1 1 O0|=2a+1+2=0;:a+1=0;: a=-1
1 a 2

az-1
Para{ 0 R} = Rangdve= RangoM'= 3= r? incég = Compatible Determinado

b
1 -1 -1 b
Paraa=-1 = M'=|-1 1 0 2 |={C=-C} = RangoM' =
1 -1 2 -2
1 -1 b
={c,Cc,C}l=|-1 0 2|=-8-2 4 2=2-D-4=-2p+1)=0 = b=-1
1 2 -2

a=-1
Para {b— }:> RangdvE= RangoM'= 2< rP incog. = Compatible Indeterminado

a=-1
Para {b }:> RangaM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilbe
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BLOQUE 2

1°) Calcule la distancia entre la reat& x+1= y=z-3 y la recta # determinada por el
punto B(1, -1, 3) y el vector de direccion, =(1, 0, 3).

Un punto y un vector dg son R(-1,0,3) yv, =(1, 1, 1).
Considerando el vectow que tiene como origen § extremo R
W=RR=R-R=(1-1}(-103=(2-10)

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist:
entre ambas. Evidentemente, si se cortan, la distancia es cero.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto £de la rectairy como final el punto Pde la rectay tal como se ob-
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

s

Aty N % (o)

—_—  —

-d = d:‘

v, v,




1 1 1
L 1 0 3
4 = Vl-(VZDW)\_ 2 -1 0] |-1+6+3] _ g
v, Ov, i K| [3+i-k-3j] |3-2j-K]|
111
10 3
_ 8 8 _ 8 _814_ 414 _
= = = = unidades=d,
JE+(2P+ (-1 Jora+l V14 14 7

12
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2°) Calcule el punto del planm= 2x+ y -z =1 mas cercano al punto P(1, 2, -3).

El problema consiste en hallar la distancia del punto P al plano

Aplicando directamente la férmula que da la distancia de un punto a un plano e

| Ax+ By, +Cz +D| P(1 2 -3)

P =

d(R.. 7 JA+ B2 +C?2 T \m=2x+ y-z-1=0 -

- d(P, n):| 2.4 1.221.(-9-1] |2+ 2+3-1] ] =6 unidades= d(P, 7)

JZ+7 +(-1) Va+1+1 V6

De forma razonada puede solucionarse como sigue:
El vector normal del plana es n =(2, 1, -1).

x=1+2A
La rectar, perpendicularay que pasa por P es la siguientecy=2+A1 .
z=-3-1

El punto Q de corte de r cones la solucién del sistema que forman:

m=E2x+y-z-1=0
o ;:1212;] = AL+ 20 +)+(2+2+)-(-3-214)-1=0 ;;
z=-3-1

22 A+ 2421+ 3+1-1=0;;61=-6;; A=-1 = Q(-11 -2

La distancia pedida es la misma que la distancia entre los puntos P y Q:

dP 7)=d, :‘P—Q‘:\/(— + ¥ +(1- 2" +(- 2+ 37 =6 unidades= d(P, 7)
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BLOQUE 3

1°) Dada la funcionif (x) =1- 3X4 , se pide:

-4
a ) Dominio y corte con los ejes.
b ) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
c ) Asintotas horizontales y oblicuas.

d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

e ) Representacion grafica aproximada.

3X

X? —

La funcion f(x) =1- 1 también puede expresarse de la forma siguiente:

3X _X-4-3x_xX-3x-4 _
-4 xX-4  xX-4 =f(x)

El dominio de una funcion racional es R, excepto los valores reales de x que &
lan el denominador.

X =2

X, =—2

= D(f)=RrR-{-2 2

x*-4=0= (x+2(x-2)=0 = {

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

2— —
Eje X = y=f(x)=0 = %:o: X —X-4=0
X -—

= 3:/9+16 _ 31\/2_5: 3+5 _
2 2 2

FeY = x=0= f(0=1 = C(0,1

N—

b)
Las asintotas verticales son los valores finitos de x que hacen que la funcién v



mas infinito o menos infinito, o sea, son los valores infinitos de los limites laterales
la funcion para los valores de x que anulan el denominador:

. . 2 o
[im f(x): lim x*-3x 4:0:+=

X -2 xX*-4 0
Para x=-2 =

. . 2 o
lim + f(x) im x*-3x-4 0
X > +2

c)
Las asintotas horizontales son los valores finitos que toma la funcion cuand
tiende a mas infinito o a menos infinito:

. . 2 o
[im f(x) lim x*-3x-4

X — 00 _X—>ioo X -4 =

Larectay = 1 es asintota horizontal de la funcion.

Para que una funcién tenga asintotas oblicuas es necesario que el numerador
funcidn tenga un grado mayor en una unidad al grado del denominador, por lo cual
el caso que nos ocupa, no existen asintotas oblicuas.

d)
Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos:

f,(x)_(Zx— 3 (¥ - 4-(X¥ - x-4)-2x _ 2 8- 3¢ +12- 250+ 6X° +8X _
B (x2 — 4)2 B (x2 - 4)2 B

2 2
_ X +1§: 3(x +42): (X = f'(x)>0, OxOD(f) = Creciente ensu dominio
(x> -4f (x*-4)

e)
Teniendo en cuenta lo anterior, la representacion aproximada de la funcion e



siguiente:

**********




2°) En un tridngulo isosceles de base 12 cm (correspondiente al lado desigual) y a
10 cm, se inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esta sobre la ba:
triangulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales del triangulo. Calcular las din
siones (base y altura) del rectdngulo para que su area sea maxima.

Los triangulos BPQ y QRC son semejantes por tener los lados paralelos, por
to, se puede establecer la siguiente relacion:

(16- Y6 X=x -y ;; 60-10% 6 y+ Xy=Xy ;;

60- 1x= 6y ;; 30-5x=3y ;; y= 30;5)(
I :;:;é C v
| R = 2x-y=2x 20X - 2(305-5¢)=5
12cm 3 3
S':g( 36 18)= 0= 30=10x ;; x=3 ;; y=—0 X301 15_4_

3 3 3 —
La justificacion de que se trata de un maximo es la siguiente:

S':é(—lo) > S":—2—30<O = Méaximg cq.j.

Las dimensiones del rectangulo son 6 cm de base y 5 cm de altura.
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BLOQUE 4

1°) a) Enuncie el Teorema Fundamental del Célculo.

—_ 2
b ) Calcule la integral :jxf 2X

———— -dx
-2x+1

a)

El enunciado del Teorema Fundamental del Célculo Integral para funciones c
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], su funcion integral a:
ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, siendo su derivadafi)[a, b] y se ex-

presa de la formae(x) = [ f(x) - dx”.
La demostracion es la siguiente. De la definicion de F(x) se deduce que:
x+h

(Fex)h (x| (f)xcx] (f)xde: (f)(d)tszh ()dx—i f(>§dx:szhf(x)dx

a a

Como la funcién f(x) es continua en [a, b], por el Teorema del Valor Medio d
Calculo Integral, existe un ¢ perteneciente al inter{aloc+ h), tal que:

x+h
[ {Xde 9 (x+h-x= f(c)-h, porlo tanto se puede poner:

H x+ h - F(x) = f(c) - h, (con h # 0, aunque tiende a cero) o también:

Hxt - FX=f(c-h= f(x)= Fx+ hg_ F(X). Tomando limites cuando - O:

F(x) = lim HX+M—F@)_|m1{1ffﬂﬁd4_ mn[l'f@fh}:JTgf@)

h-0 h "h-o0h 1 “h-o0|h
Yt Como c perteneciente al intervelg x+h),
o li .
i _h ] Imo f(c)= f(x), por ser f(x) continua en
f(x [a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
. cir que:
| (3= (. cad
o a X € x+h b X

La interpretacion gréafica es la que indica la figura.



b)

T
X2 —2x+1
x® —2x? x> —2x+1
-x* +2x2 -x X
0 0 -—x

x—-1=1t - dx=dt
} = |l:-[ﬂ.dt:

- (X .
ShEl = j(x_l)z dx = { el =

-1

:j[—l+%)-dt:Lt+jt‘2 -dt:Lt+t—+C:Lt—}+C:L|x—1|——1 +C =1,
t ot -1 t x-1

Sustituyendo el valor obtenido deeh el valor de |I:

2 2
I:X—{L|x—1|—i}+C:X——L|x—1|+—l +C =
2 Xx—-1 2 1
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2°) Calcule el area encerrada por las funciorfeg =1+ Lx y g(x):l y las rectas
X

x=1y x=2.

‘\AY
X=2
x=1 e
_—
2
f(x)= Lx+1

W

La representacion grafica de la situacion, aproximada, es la que se expresa ¢
figura, donde se observa que, en el intervalo correspondiente al area a calcular, tod:
ordenadas de la funcidri(x) =1+ Lx son iguales o mayores que las correspondiente

de la funciéng(x) :i, por lo que el area pedida es la siguiente:

S:J%{(Lx+l)—§} -dxzf Lx-dx+f1-dx—f%- dx S+ $S-S=S

z u= Lx du—i-dx
§:j Lx- dx = jo-dx:> TR EETY :>ILX-dX=
1 dx=dv- v=X

= Lx-x—jx-%- de Lx | de xLx x+ C=x(Lx-1)+C =



2 = Lx- du=1 .4
$=[Lx dx = [Lx-dx= U= EX=du=2-oxt [ Lx-dx=
1 dx=dv- v=Xx

= Lx-x—jx-%- de Lx|[ de xLx- x+ C=[x(Lx-1]+C =

= §=[x(Lx- )Ji= 2L 2 ) 2L £+ )= 2 2 2= 0+1=(21L2-) ¥ =S

S :fdx:[x]f =2-1=1¢ =S5,

33:%- de[L Ay =L2- L1= L2-0= 12 #=§S,

1

Sustituyendo los valores obtenidos de las distintas areas en el valor de S:
S=2A2-1+1-L2=12u¢ =S
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