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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a una sola de las dos cue:
nes de cada uno de los blogues. La puntuacién de las dos cuestiones de cada bloq
la misma. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen calcu
simbdlico de gréficas.

BLOQUE 1

1°) Calcular el rango de la matriz A segun los valores del pardmetro a:

1 -1 -20
A=l 2 0 -4 2]|.
-3 4 6 a

Es evidente que el rango de A es mayor o igual que 2, por tener menores de o

- : 1 -1
dos distintos de cero, por ejemphy; :‘ > 0 ‘: 2%0.

Por otra parte y, como consecuencia de la dimension de la matriz (3 x 4), el ra
posible es 3.

1 -1 -2
{c.c,.cl=1]2 0 -4/=-16 12+16+12=0
-3 4 6
1 -10
RangoA = {{C, C,,C,} = |2 0 2/=6-8 2a=2-2=0= a=1l ; =
-3 4 a
-1-20
{c,,c,.Cc}l=]10 -4 2/=4a-16+ 2=4-4=0= a=1
4 6 a

A. Menguiano



Para a#1 = Rango A=3 ;; Para a=1 = Rango A=2
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2°) a) Enunciar el Teorema de Rouché-Frobenius.
-2x+y-z=1
b ) Resolver, si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones linealeg+ 2z=2;.
X—-y—-2z=3
a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucidon es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el numero de incognitas. La condicién necesaria y suficiente para q
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incégnitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
-2 1 -1 -2 1 -11
M=-1 3 2|yM=-1 3 2 2
1 -1 -2 1 -1 -23
El rango de M es el siguiente:
-2 1 -1
IM|=|-1 3 2|=12 # 2+ 3- 4-2=10#0 = RangoM =3
1 -1 -2
RangoM= RangoM '= 3= n° incégnitas= CompatibleDeterminado
Resolviendo por la Regla de Cramer:
11 -1
2 3 2
= 3 -1 -2| -6+2+ 6+9+2+4_£_X

10 10 10



-2 1 -1

12 2
gyl 1 3 72| 8r3r2e2r12-2 25
10 10 10
-2 1 1
-1 3 2

1 -13|_-181+2-3-4+3__19__
10 10 10

Z=
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BLOQUE 2

1° ) Dada la recta r determinada por el punto P(1, 2, -3) y el vector de direcc
v =(1 -1, 2), calcule el punto A de r méas cercano al punto Q(1, 0, 2).

Existen diversas formas de resolver el ejercicio; una de ellas es la siguiente:

X=1+A
La recta r expresada por unas ecuaciones paramétricas gs2 - A
z=-3+24

El haz de planos perpendiculares a la recta r tiene como vector normal el ve
normal de la recta; su ecuacion generabesx- y+2z+ D =0. De estos infinitos pla-

nos, el planar que contiene al punto Q(1, 0, 2) tiene que satisfacer su ecuacion:

a=Xx-y+2z+D=0
>+ 0 2-22D=0;;,1+4+D=0;, D=-5= m=x-y+22-5=0
Q1 0, 2)

El punto A pedido es la interseccion del planoon la recta r:

x=1+A
rsqy=2-4A4
z=-3+2/
T=E X—y+22-5=0

=(22)-(22)+ @& 3 2)-50;; +A1-2+1-6+41-5=0 ;;

x=1+2=3
6l-12=0;;4-2=0;; A=2 = {y=2-2=0; = A(3 0, 1)
z=-3+4=1
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2°) Dadas las rectas= x= y=z y r, determinada por los puntos P(1, 2, 3) y Q(1, -1, 0).
calcule la ecuacion de la recta s que une ambas rectas por el camino mas corto.

El procedimiento para hallar la ecuacion de la recta s es el siguiente:

1.- Consideramos los puntesir, y POr,: A(1,1,1)y P(1, 2, 3).

2.- Hallamos unos vectores directores de las regtpsaor v, =(1 1 1) y v, que es
cualquier vector que sea linealmente dependiente del vector que determinan los pt
QyP:QP=P-0Q=(12 3(1-10=(0,33 = v, =(011).

3.- Obtenemos un vectar , perpendicular ay, y v, :

j k
1 1|=i+k-i-j=—j+k = w=(0 -1 1)
11

4.- Determinamos los planags y 7,, de la forma siguiente:
x-1 y-1 z-1

mls W)= 11 1 =0 (e 3 (- 9+ (- )-(y-9=0 ;
0o -1 1

bx- 1-(y- 1-(z- 1= 0;; 2x- 2- y+1-2z+1=0 = m =2x- y-z=0

x-1 y-2 z-3

HJP:V:,GJE 0 1 1 |= 0;ﬂx—i+(x—j:(); ix—Q:O:: m,=x-1=0
0o -1 1




La recta pedida s es la que determinan los plangss, en su interseccion:

o= 2x-y-z=0
~|x-1=0
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BLOQUE 3

2

1°) Dada la funciéni(x) = , Se pide:

4 — X

a ) Dominio y corte con los ejes.

b ) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
c ) Asintotas horizontales y oblicuas.

d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e ) Representacion grafica aproximada.

a)
El dominio de una funcion racional es R, excepto los valores reales de x que &
lan el denominador.

4-x=0= x=4 = D(f)=R-{4

b)
Las asintotas verticales son los valores reales de x que anulan el denominado

Asintota vertical: x =4

Para determinar las tendencias recurrimos a los limites laterales:

[im im x2 16 [im im x2 16
(=, =t o M9 -0-

X)= .
Xo4"4-x 0

Las asintotas horizontales son los valores finitos que toma la funcion cuand
tiende a valer infinito; son de la forma y = k.

lim x?

=0 = Notiene asintotas horizontats

X - 0 X -0 4-X

Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador; como ocurre
caso que nos ocupa.

X2

lim f(x) _ lim 24— _ lim x?
m= /= = 2=
X -0 X X —» 00 X X—>°°4_X2




[im [im 2 [im 2+ 4Ax— X2 lim
n= [f()()—mx]: X +X|= w: ﬂ:_4:n
X — 00 X o0l 4-X X — 00 4-x X 00 4—-X

Asintota oblicua = y=-x-4

'X:2('(4_X)_X2'(_1):8X—2X2+X2_8X—X2_x(8—x): (x
T ey T

Como el denominador es siempre positivo, el signo de la derivada sera el misn
gue tenga el numerador:

f{x)<0= (-w, 0)0(8 +x) = Decreciers

(=0 = x8-x)=0 = {Xlzo -

X, =8 f (x)> 0= (0, 40(4, 8) = Creciente

Para que existan maximos o0 minimos relativos es condicion necesaria que se
le la primera derivada y, segun que sea positiva o negativa la segunda derivada pal
valores que anulan la primera derivada, la funcién tendra un minimo o un maximao re
tivo, respectivamente.

fo(x) =872 (8- %" - & x) -2:(4-x) (1) _(& 2 -(4- %)+ 248~

(4-x)* (4-x)°

_ 32 8x— 8x+ 22X +16x—2x* _ 32 _ .,
= 5 = ;= (x)
(4-x) (4-x)

f(0)= 32 :2—31>0 = Minimo para x=0

=0 = Minimo relativo: O(0, 0)

W@ 32 _ 32 _ 32 - —
f (8)_(4—8)3 Caf —64<O = Maximo para x=8

e)

Para hacer una representacion gréafica aproximada de la figura tenemos en ct
los resultados de los apartados anteriores y que son puntos de la funcion los siguie
B(-4, 2), C(2, 2), D(3, 9).



fica, aproximada, es la siguiente:

on gra

La representaci

N
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N
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X -
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2°) Se quiere construir una caja (sin tapadera) de base cuadrada y con un volume
250 cni. Calcule las dimensiones de la base y la altura de la caja para su superficie
minima.

V=x? -h=250 h_@ *)
X2
: S—x"+4xhx+4x@—x2+@=
| x? X
I
I
hﬂ : _ X +1000_
rob--- _ox
4
4 . . , & . .
e X Para que la superficie sea minima su derivada tien
= gue ser cero:
@ ox—=I(x®+1 1 3_ 3 _ 3 _
g 3 X (x2 009 -1_3x X = 1000 2¢ ~1000_ 3 _1000-0 ;

X X X

x3— 508 0 ::x®*= 500 ::x=%5000794 cm

Sustituyendo en valor de x en (*) obtenemos el valor de h:

_ 250 _ 250 _ 250 _ 250 25  254/5-10° _3/500 _
[/500f /250000 3/5 .10° 10%/8 .10 5 10 510 2
=X 0397 cm=h

2

La superficie es minima cuando la base es de 7'94 cm y la altura 2’97 cm.

Justificacién de que se trata de un minimo:

6 X -(x@- 1000 -2 _ & - 2{a°-1000 -2x _ &° - &° +2000_
x* - %3 - %3 -

S'=

_ 2000
X

>0, Ox>0 = Minimo, cg.j.
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BLOQUE 4

X3 +1

X2 +1

1°) Calcule la integrall = | - dx.

Realizando la divisién resulta x de cociente y+1) de resto, con lo cual:

-dx=

J-x+1d_J-+

i1 dx—J-x dx+j

X2 +1

2

- X 1 NG X X
=| x-dx+ - dx+ sdx=—- - dx+ arctag x=— - A+ arctag x=1 (*
-[ J-x2+1 J-x2+1 2 jx2+1 g 2 g ®

x2+1=t

A= dx = | 2x dx=dt| = A=1jﬂ:1Lt=%L(xz+1)=A

xdx= 1 dt
2

Sustituyendo en (*) el valor de A, queda finalmente:

2

I :X?—%L(x2 +1)+% art tag x+ C:% [)@ - L(x2 +1)+ arttagx]+C:I
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2°) Calcule el area encerrada por las funcioes= ¥ + ¥ +1 y g(x)=2x+1.

Para facilitar el grafico de las funciones vamos a determinar el maximo y el r
nimo relativos de la funcion f(x):

f('X): ¥+ 2= 0= X+ X%=0 ;;x(3(+2):0:> x =0 ; Xzz_g_

f(0)=2>0 = Minimo para x=0
fr(x)=6x+2 = 2 L.
f"(—§)=6-[—§j+ 2=-2<0 = Maximo para x=-

wIN

f(0)=1 = Minimo: A0, 1)

3 2
f(—%):[—gj +(—gj +1:_8+ﬂ+1:M:2 = Mé_x|m0 B —E, 2
3 3 27 9 27 27 3 27

Los puntos de corte de las dos funciones se obtienen igualando sus expresion

(f)(: é)(: 52+ )%+1:2X+1;; )8+ )8—2x:0;; )<(x2+x—2):0:> X1:0

- / - _ X, =1
X*+x-2=0;; X= 1121+8: 112\/52 1213 = { :

Los puntos de corte de las funciones son A(-2, -3), C(0, 1) y D(1, 3).

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la figura adjunt

"/

f(x) = x3+x% + 1

De la observacion de la figura se deduce el area pedida, que es la siguiente:



-2

0

xt X3 |
= 4+ —x?
4 3 |-

{4

sl () ) d*i[ 6% (N dF_TZ[(xwxzw)—(zxﬂ)]-dw

+ﬂ(2 x1)-( 3+ %+1)- dxf()?H %-2%- dx+i(—x3—x2+2x)-dx:

-2

=28 5+12 S92 =5

4-1:;Z-51-+1
3 4 12 12
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