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Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a todas las cuestiones de

de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni q
realicen céalculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A

1 2 0

1°) Calcular, si es posible, lainversade lamatiz 1 1 1 |.

-1 0 -1

Para que una matriz sea inversible es condicion necesaria que su determinan

=-1-2+2=-1#20 = La matriz A tiene inversa.

sea nulo:
1 20
|Al=|1 1 1
-10 -1

La matriz traspuesta de A es la siguiemtes| 2 1 0 |.

El modulo de la matriz A g\|=-1.

10/ |20
‘1 —1‘ _‘o -1
Adj A = |1 —1‘ ‘1 -1
1 -1 |o -1
1 -1 |1 -1
‘1 o‘ _‘2 0

01
1

0
11

21

21‘

1
1

11 -1
01 -1
-1 2 2 1 -2 -2
=0 -1 -1| = A*=l0 1 1
-1 -2 -1 12 1
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2°) Calcular el punto mas cercano al punto P(1, 3, 0) de todos los puntos de la rect:
terminada por el punto Q(-2, 2, 1) y el vectot (1, 1, 1). Calcular la distancia del punto
P a larecta.

X=-2+A
La ecuacion de la recta dada por unas ecuaciones paramétrcasye+1 .
z=1+A

El haz de planos perpendiculares a r tiene por expresion y+z+D =0.

De los infinitos planos pertenecientes al haz anterior, el plange contiene al
punto dado, P(1, 0, 3), tiene que satisfacer su ecuacion:

a=x+y+z+D=0

= H+0+3+D=0;; D=4 = m= x+ y+z-4=0.
P(1 0, 3)

El punto Q, interseccion del planacon la recta r, es el siguiente:

T= X+ y+z-4=0

X==2+A
r=dy=2+1 = (- 22)+(22)+(#1)- 40— 20+ 24 1+1+1-4=0;;
z=1+A
Xx==-2+1=-1
A-3=0;;A-3=0;; A=1 = y=2+1=3 :Q(—l3,2).
z=1+1=2

El punto méas cercano a P(l, 3, 0) de larectar es Q(-1, 3, 2).

La distancia de P a r es la misma que entre los puntos P y Q:

P, )=PO=\(- 1 )i+(3 B+(2 ¥ =\- F+(F+(F = ar 4=J8=202.

d(P, r)=2/2 unidades
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39) Dada la funciénf(x)=+/4+x? , se pide:

a ) Dominio y cortes con el eje X.

b ) Estudio de simetrias y de regiones para el signo de f(x).
c ) Estudiar si existen asintotas horizontales y oblicuas.

d ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e ) Representacion grafica aproximada.

a)
Por serx? + 4> 0, OxOR, el dominio de f(x) es R.

Los puntos de corte con el eje X se obtienen anulando la funcién, y por
x*+4#0, OxOR, la funcion f(x) no corta al eje X.

Para x = 0 es(Q=+/ 4+ =+/4=2. El punto de corte con el eje Y es A(0, 2).
b)

Teniendo en cuenta qui-x)=+4+(- x? =1+ % = f(x), la funcién es simétrica
con respecto al eje Y.

Para estudiar el signo de la funcién en sus diferentes intervalos tenemos en cL
gue la funcion es continua en R y por no cortar al eje X, la funcion es positiva en R.

c)

lim lim ., : . :
. f(x)= .. V4+x* =+o = La funcion f(x) no tiene asintotas horizontales.
X — x00 X —» T

Las asintotas horizontales son de la fogmanx+n, siendo:

m= — 1 —+
X - oo X X — *oo

lim (): lim 4+x2 lim 4+x lim 4 1=J0ri=+1=m.

[im [im ( Iim 4+ - X 4+X +X)
n= f( X —mx = 4+x2—x): - Indeter.
Xaoo[ (X-mx ot %0 —0 = = v _4+X“+X

im 4+x*-x° lim 4 , .
- ST X ———  =0=n = Asintota vertical y= x {Param=1}
X—® 4+ %% +x X = 04+ % +x




Por simetria y para m = -1 se obtiene la asintota oblicua y = -x.

d)
Una funcion es creciente en un punto cuando su derivada es positiva en ese [
y es decreciente cuando es negativa.

x<0= f'(x)<0 = Decrecierg: (-, 0)

2X X
=

244X Narx’ | Lo £'(x)>0 = Creciente (0, +w)

f'(x)

Va+x? -
2X X2
14+ % =X A+ X% -
f(x)= 2V4+x" _ Va+xt | AxoxE 4
(«/4+x2)2 4+x° (4+ )(2)\/4+X2 (4+x2)\/4+x2
4 4

f(0)= =150 = Minimo para x=0 = Minimo: A0, 2)

(4+ 0 Wa+0? 42

e)
La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la siguiente:

A

Y

\ J

O
><V
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4°) Calcular el area encerrada por las curffag= X+ x? + 2x+1 'y g(x)= 4x? +1.

Los puntos de corte de las dos curvas se obtienen igualando sus expresiones:

f(X)= X+ x2+2x+1
= ()(: é%j X+ X+ 2+ 1=4¢+1:: X¥-3¢+2x=0 ::
o(x) = 4x® +1

=1;;, %,=2

Los puntos de corte son A(O, 1), B(1, 5) y C(2, 17).

Para determinar cual de las curvas tiene mayores ordenadas en cada uno d
dos intervalos que determinan sus puntos de corte basta con calcular los valores nu
cos de ambas funciones para un valor correspondiente a uno de los intervalos;

ejemplo el valorx=%, correspondiente al intervalo determinado por los puntos Ay B.

3 2
f(%):[lj +(Ej +2£+1:E+1+1+1:w:1_9
2 8 4 8 8

[(%+ 2+ 2+ )= (ax¢ +1)] - dxt =

0

sfl (1x Gk da{[ b} (N ax

O t—y

#[lla Be1)-( 3¢ 32 %1 dxi( 3-3k+2 ) dx{(_ 2+ 3¢ - 22)- dx=
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OPCION B

1°) Enunciar el teorema de Rouché-Frobenius. Aplicar dicho teorema para discutir ¢
x— y+z=k
sistema 3x-3y=0 tiene solucion y si la solucion es Unica en funcion de los posible
x+ ky+3z=1
valores del parametro k (no es necesario resolver el sistema).

El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones ct
incognitas tenga solucién es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el nimero de incégnitas. La condicién necesaria y suficiente para qt
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -11 1 -1 1K
A=3 -3 0| y A=|3 -3 0 0].
1 k 3 1 k 31

El rango de A en funcidén de k es el siguiente:

1 -11
|A|=|3 -3 0[=- 9 B+ 3 & &+ 3= k+)=0;k+1=0= k=-1.
1 k 3

Parak#-1= RangoA RangoA= 3= rfincég = Compatible Determinado

1 -11 -1
Parak=-1= A=|3 -3 0 0 |={C,=-C,} = RangoA={C, C,, C,} =
1-131



11 -1
3 0 0[=-9-3=-12#0 = RangoA'=3
13 1

Parak=-1= RangoA=2;; RangoA'=3 = Incompatile
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X=A
2°) Comprobar que las rectas x+1:%222—_1 y s={y=1+4 NnoO se cortan y no son

3
z=2-1
paralelas. Calcular la distancia entre ellas.

Los vectores directores de las rectas ry s\wson(1, 2,3) y v, =(1 1, -1).

Los vectoresv, y v, son linealmente independientes por%‘e%:&%, por lo

cual las rectas (que no son paralelas) se cruzan o se cortan. Para diferenciar el cas
sideramos un vectow que tenga como origen un punto des 1, - 2, 1), y COMo ex-

tremo un punto de (0,1, 2): w=AB=B-A=( 0,1 2-(- 1- 2.9=(1 3 2).

Si los vectores son coplanarios, las rectas se cortan y, si son linealmente inde
dientes, se cruzan. Tres vectores son coplanarios o no si el rango del determinante
forman es 0 o0 no, respectivamente.

12 3
Rangd{ Vv, , V,, W}: 11 -1=% 9 2 3+3-2=620= Rang V,Z,W}:s.
13 1

Los vectoresy, v, y w son linealmente independientes.

Las rectas r y s se cruzan, como debiamos demostrar.

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist:
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Pa- ra calcu-
lar la dis- r tancia
entre las rectas
vamos a determi-

nar un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las recta:
vector w .



El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V:T,.(_’yDTA):WDY‘. = v Oy d = d:‘vrv;(.vmsvm.w)‘

12 3

P |
e ) i PR
CUTTIV o[ |0 k|| F2eaek-x-a ] [-s+4i-K]

2
11 -1
_ 6 6 6 =m:mu=d(r, s)

\/(_5)2+42+(—1)2=\/25+16+1=\/4_2 42 7
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39 La vela mayor de un barco tiene forma de triAngulo rectangulo. Sabiendo que Iz
potenusa debe medir 6 metros, calcular sus dimensiones para que la superficie de |z
sea maxima.

b2+c?= 6 =36;; c=4/36-b” *)
6 metros -
C
b-c b-W/36-b* 1
S= = =—yJ36F -4 =S
] 2 2 2
b

El area sera maxima cuando su derivada sea cero:

_1  72-40° _ 18-b® _ b{is-b?) _ 18-b

=_. = = = =0 =
2 2.436b*-b* +/36b*-b* b-y36-b? +/36-b?

— 18-0b2=0:; b=+/18 =3/2 unidades=b

Sustituyendo en (*):

c=+/36-b? =/ 36- 18=+/18=3/2 unidades=c

Setrata de un triangulo rectangulo dsosceleslecatetos3V2 unidades

Justificacion de que se trata de un maximo:

-p e -(1ep?) T2z Jzepr+ B

S'= 2:436-b" _ J36-b2 _- B {36-b?)+18-b? _
[V36-b2 36-b? (36-b7) 36-b°

_ - 7D+ 2°+18-b* _2b*-b*-7DH+18 _

~ (36-b?) 36-b*  (36-b?) 36-b?

Sll

S = 218/ 18 18 72-/18+18_ - 3618 —_2<0 = Mé&xima ca.i.

(36 18 -/36-18 18418
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1 2
49°) Calcular la integral siguiente;jzx—2 -dx.
o XT—X-—

En primer lugar resolvemos la integral indefinida A, para la cual comenzam
haciendo la division del numerador entre el denominador:

x? | ¥ -x-2
-x> +x +2 1
0 X +2

2

P | e I Pt S ST

|1:J'2X;2.dxz> xX*-x—-2=0;; x=1 '1+8:11\/§:1¢3 = {)(1:2 =
XT=X=2 2 2 2 X, =-1
= ¥ - x-2=(x-2)(x+1)

_J» x+2 Xt2 _ x+2 A N B _ Ax+ A+Bx-2B _
C-x-2 7 e-x-2 (x- 2)(x+:|) x-2 x+1_ (x-2)(x+1)
=(A+ BZ)XJr(A_ZB) = A+B:1} 2A+ZB:2}:> 3A=4 :: A=2 » B=-1 =
X"=X-2 A-2B=2) A-2B=2 3 3

3 . 3 _dx:i"|_|X_2|—1L|X+1|=|l
3 3

Sustituyendo en (*) el valor obtenido:

4 1 4 1
. xl-(g I x2-1 x+1|j: 0 Ux-2]-2 1=

1 2

1
I=IX—- I 1 x—2|—1L|X+1| = 1+£|_|1_2|—1L|1+1| - +ﬂL|—2|—:_lL|1| =
o X = X=2 3 3 0 3 3 3 3

I I I S T I W IR TR0 B I N T Sp P Sy
33 3° 3 3 7 3 3
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