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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importantes: El alumno debera responder a todas las cuestiones d
de las opciones A o B. No estad permitido utilizar calculadoras programables ni c

realicen célculo simbadlico, integrales o graficas.

OPCION A
111
1°) Sabiendo quea b c|=6, calcule, sin utilizar la regla de Sarrus, el valor del deter
Xy z
5 5 5
minante| a b c |, indicando en cada paso qué propiedad (o propiedades)

3+3&A 3+D 4+
lo0s determinantes se esta utilizando.

Se van a utilizar las siguientes propiedades:
.- Si un determinante tiene dos filas iguales o proporcionales, su valor es cero.

.- Si todos los elementos de una fila o columna se descomponen en dos 0 mé:
mandos, entonces el determinante es igual a la suma de los determinantes que t
en esa fila o columna el primero y segundo sumandos, respectivamente, y en la:
mas los mismos elementos que el determinante inicial.

.- Si los elementos de una linea (fila o columna) se multiplican o dividen por unr
mero, el valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
a b c |[=la b c|+|la b <c|=|la b c|+0=
$+3 J+D 243 |3 4 F [ D | |3 3 3
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X+3_y+5_z+

3 34 gue equidista del origen de

2°) Determine el punto de la recta

coordenadas y del punto A(3, 2, 1).

Este ejercicio se puede resolver de diversas formas. La que vamos a emplear
siste en hallar el planobisector del segmento de extremos el origen de coordenada:
el punto dado; la interseccion del planoon la recta r es el punto pedido.

El punto medio del segmento de extremos O(0, 0, 0) y A(3, 2,M)eg, ).
El vector que determinan los puntos O(0, 0, 0) y A(3, 2, 1)e&, 2, 1).

El haz de planos perpendiculares al segme@mdiene como vector normal al
vector v =(3 2 1) y su expresion general es de la formadx+2y +z+D =0.

De todos los infinitos planos del haz anterior, el plargue contiene al punto
medio del segmento es el que satisface su ecuacion:

a=3x+2y+z+D=0 3 1 10
=3 —+2:1+—+D=0;;, —+ 2¢+D=0;;7+D=0;; D=-7 =
M(2,1 1) 2 2 2 —

= mT= X+2y+z-7=0.

La expresion de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

r

x+3_y+5_z+4 X+ 9= 2y+10}

X-2y=1
2 3 3 X+9=2z+8

K-2z=-1

El punto de corte de riyes la solucién del sistema que forman:

(= X-2y=1 X-2y=1 |- y=3x-3 3 1) (3 1
4 X-2z=-1 X-2z2=-1; - z %X"'%:) 3("‘2(5)(_5}4'(5)(4'5):7”
= X+2y+z-7=0] X+2y+z=7

3x+3x—1+gx+%=7 5 6x+gx+%: 8,12+ 8+ ¥ 16;,1%=15;;x=1;;y=1;, z=2.

El punto de r que equidista del origen y del punto A(3, 2, 1) es P(1, 1, 2).
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3°) Dada la funciorf (x) = x* - 6x* +8x:

a ) Determine los puntos de la gréafica de f para los cuales la recta tangente es parale
la bisectriz del segundo cuadrante.

b ) Determine si, para alguno de dichos puntos, la recta tangente a la grafica coin
con la bisectriz del segundo cuadrante.

a)
La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor d
derivada en ese punto.

La pendiente de la bisectriz del segundo cuadrante es m = -1.
f(X)= 8- 22 & f(X)=m= &- 12+ &-1;; F-1x+9=0;;x*-4x+3=0;

« = 41\/]2.6—12: 412\/2 - 4;2: 2+1= x =1;; x,=3.

Los puntos de tangencia son los siguientes:

f()E° 64+ 8-+ 6+8=3= Al 1).

f()8°3 6°3 8.3 27 54 24 51 54=-3= B(3 -3).

b)
La bisectriz del segundo cuadrante es la recta y = -x y sus puntos tienen una
presion de la forma P(x, -x).

El punto B(3, -3) esta contenido en la bisectriz del sequndo cuadrante.
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49) a ) Calcule la integral indefinidas J'— dx .

1+ cos X
2
b ) Evalue la integral definida=
) g J;1+cos?x
a)
cosx=t .
:jﬂ-dx: -—senx-dx=dt; = | = 5 =-arc tant+C =
1+ cog X +
sen x - dx =dt

=-arc tag (cosx)+C =1

b)

sen X

| = T ook dx =[-arc tag (cosx)|2 =[arc tag (cosx)](,;, = arc tag (cos0)-

O Ny

—arc tag (cosgj:arc tag 1—arc tag O:%T—O:g.

P L
. 1+coszx 2
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OPCION B

a®> a a
1°) a ) Determine para qué valores del paramekaomatrizA=| a a® 1 | es regular.
a 1 a°

b ) Estudie el rango de la matriz A en los casos en que no sea regular.

a)

Una matriz regular es toda matriz cuadrada que tiene inversa. Para que una m
tenga inversa es condicion necesaria que su determinante se distinto de cero.
a a
a> 1|za%a*a’a‘-a’-a‘za’-2a'+a’=a’(a'-2a’+1)=
1 a

N

a2
|Al=| a
a

=a2(a2—:l)=0:> a=0; a=-1; a=1.

A es regular DadOR-{-1, 0, 1}

b)
000
01

Parao. =0esA=(0 0 1| = . O:—1¢0:> Rango A=2.
010
1 -1 -1

Parao =-1esA=|-1 1 1 |={F,=-F,=-F,} = Rango A=1.
-11 1
111

Parao =1esA=|1 1 1| = {F,=F,=F,} = Rango A=1.
111
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2°) Considérense los puntos A(2, 0, 1) y B(2, 0, 3), y la ne:eﬁé—l 1:2;2. Deter-

0
mine los puntos C de la recta r para los cuales el area del trlangulo de vértices AB!
2. (Indicacion: hay 2 puntos C que son solucién del problema).

x=-1-A
La expresion de r por unas ecuaciones parametricas es la siguiente:o
z=2
Los puntos de r tiene por expresion genefali-4, 0, 2).

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:
u=AB=B-A=(203(2019=(0 0 2).
v=AC=C-A=(- 21 ,0,2-(20,9=(-3-1,01).

Sabiendo que el area del triangulo es la mitad del médulo del producto vecto
de los dos vectores que lo determinan:

ik
‘uDv 0 0 2:2;;%| ¢ 3A)j|=2:]0-3-4,0=2=
?l-3-4 0 1

-3-1=2;;3+A==2 - A, =-5=C/(4,0, 2
= [-3-4|=2=
3+A=2 - A, =-1= C,(0,0, 2)
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3°) Dada la funciorf (x) = x- x°:
a ) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto A(1, 0).

b ) Calcule los puntos de corte de dicha recta con la grafica de f.

a)

La pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto es igual que el \
de la derivada en ese punto.

f(x)=1-3x* > m=f ()=1-3- £=1-3=-2=m.

La ecuacion de una recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene
por la férmulay -y, =m(x-x,).

Aplicando la formula anterior para el punto A(1, 0) y la pendiente m = -2:
y— 0=-2-(x-1)=-2x+2.

La tangente a f(x)=x—x* en A(L, 0) est=y=-2x+2

b)
Los puntos de corte de la funcién con su tangente se obtienen igualando sus
presiones:

— v 3
flx)=x-x } = x-xX’=-X+ 2 ;; x*-X+2=0. Resolviendo por Ruffini:

y=-2X+2
1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 0

Las raices diferentes son=1y x, =-2. ES evidente que la primera raiz corres-
ponde al punto de tangencia A(1, 0). El punto de corte es el siguiente:

f(- 2=-2(- ’=-2+8=6= B(-2 6).
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4°) a ) Calcule la integral indefinidas [x* -e* - dx.

1
b ) Evallie la integral definida= [ x* -e* - dx.
0

a)
— v2 —
I :Ixz-ex-dx:{u_x - du—2xdx}:>| =x° eX—J-eX 22X dx=x2-e* =21, =1 (%)
dv=e*-dx - v=¢"
U=X - du=dx
Ilzj'x-ex-dx:{ }:Ilzx-eX—J'eX-dx:x-eX—eX+C:
dv=e*-dx - v=¢"
=e*(x-1)+C=1,.
Sustituyendo el valor obtenido desh (*), resulta:
| =x* € -2, =% - -2¢"(x-1)+C =¢"(x* - 2x+2)+C =1
b)
1
=[x e dx=le (- e B=le(r 22 J-l(0 0 Y=e(r 2+ I-1.2=
0
=e-2=1.
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