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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Observaciones importanteiSl alumno debera responder a todas las cuestiones de u
de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que |
licen calculo simbdlico, integrales o graficas.

No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunc
Antes bien, se recomienda al alumnos que empiece por aquellas cuestiones que le
ten mas sencillas.

OPCION A
111

1°) Sabiendo quex y z|=4, calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los
0 2 4

siguientes determinantes, indicando en cada paso qué propiedad de los determinan
esta utilizando.

3x 3y 3X X y z
a)li1 1 1]. b)l 3x 3y+2 3z+4|.
0O 1 2 X+2 y+2 z+2
a)
3x 3y 3 Xy X 111 111
1 1 1(=3{1 1 1|=-3:|x vy z:—S-%- Xy z:—g-4=—=6
0O 1 2 01 2 01 2 0 2 4

Se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:
Si se intercambian dos lineas de un determinante, su valor cambia de signo.
Si se multiplican o dividen todos los elementos de una linea de un determina

por un nuamero, su valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicl
namero.
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b)

X y z X y z X y y4 X y z
3X 3y+2 3z+4|=| X I+ 2 I+ 4+|3x 3y+2 3z+4|=| 33X 3y+2 3z+4|=
X+t2 y+2 z+2 X y z 2 2 2 2 2 2
X 'y Zz Xy Xy z 111
=/3x 3y 3z[+|0 2 4|=0+|0 2 4|=2-|x y z|=2-4=8.
2 2 2| |2 2 2 2 2 2 02 4 -

Se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

Si los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos su
dos, el valor del determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenid
considerar por separado cada sumando de esa linea, y el resto de las lineas iguale
del determinante inicial.

Si un determinante tiene dos lineas paralelas proporcionales, su valor es cero.

Si se multiplican o dividen todos los elementos de una linea de un determina
por un numero, su valor queda multiplicado o dividido por dicho namero.

Si se rotan todas las lineas (filas o columnas) de un determinante, su valor no
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x+y+z=1

2°) a ) Determine para qué valor del parametia rectar z{ es perpendi-

- x-2y+z=0
cular al planon=-6x+ ay+2z=0.

b ) Demuestre que &i= -8 la recta r corta al plamoen un punto y calcule dicho punto.

a)
Para determinar un vector director de la recta r se expresa por unas ecuacione
rametricas:

+y+z=1 +y=1-1
r= xryre =z=1A= Xy = -y=121 ;;y=-1+2 ;; x=1-y-A=
- Xx-2y+z=0 -X-2y=-A4
X=2-31
= k(- 2A)-A1=2-21-1=2-3=x o> r=ly=-1+2A = v, =(-3 2 1).
z=A

Un vector normal del plana=-6x+ay+2z=0 es n=(-6, a, 2).

La recta r y el plana seran perpendiculares cuando el vector director de la rec
y el vector normal del plano sean linealmente dependientes (paralelos).

Dos vectores son paralelos cuando sus componentes son proporcionales.

_—‘;’ _2 :% = a=4 = Larectary el plana son paralelos para= 4.
- a

b)

Parao = -8 el vector normal del planoes n =(- 6, -8 2), que el linealmente in-
dependiente al vector director de la recta 5 (0, -1 1).

Los vectoresn y v, no son perpendiculares por Ser-n #0:

v, n=(- 32)1( 6- 8 2=1816+2=4%0.

Lo anterior demuestra que la recta r y el plaison secantes, se cortan en un punto

Parao = -8 esr=- &x- 8y+ 2= 0= = 3x+4y-z=0.

El punto de corte de r canes la solucion del sistema que forman:



m=3x+4y-z=0
x=2-31

r=<y=-1+21
z=A

= 4248+ @12)-1=0;;69-48-4=0;2-21=0;;

FA=0;;1=1= P(-1121).
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3°) Dada la funciénf(x)==, se pide:

€
X
a ) Dominio de definicion y cortes con los ejes.

b ) Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

c ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (maximos y minimos).

d ) Representacion grafica aproximada.

a)
La funcion f esta definida para cualquier valor real de x, excepto para x = 0.
D( f)= R-{0}
b)
Horizontales:
/im /im g fim g im
f(x)= € =2 - Indet = {L'Hopital} = ° - e =0,
X — +oo X > +o0 X 00 X400 1 X - +o0
1
im /fim e* e o
f(x): e_:e =€ - 1 = 1 =0
X - —00 X - —00 X — 00 —00 —O00 :-00 — 00
La rectay = 0 (Eje X es asintota horizontal
Verticales:
/im /im ¢ 1 : . .
. f(x)= . —=—=+w = Larecta x =0 (Eje Y es asintota vertical de
X -0 X-0 0 0
la funcién
fim fim  g° : . .
_f(x)= gl oo Larectax=0 (Eje Y es asintota vertical de
X -0 Xx-0 0 0
la funcién
Oblicuas:_No tiene(las asintotas oblicuas y horizontales son incompatibles).
c)

F1(x)= € -x-e'-1_ e(x-1)

2 2

=0 “X=1=0;;x-1=0;; x=1.
v » = &(x-1 X x=1

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:



f(x)<0= x<1= Decrecimi@to :(-c, Q(0, 1)

f'(X)>O = x>1= Crecimienb: (1 +oo)

f"(x):[ o x )+ ¢ '3]'4>3—€(X—J)-2X: &(x- 1+])-x—2ex(x—1):

X x3

g - X +e(2-2 e(x* — 2x+2 "
= +Xe3( X): (X N X+ ):f (X)

l —
f"(l)=M:e>O — Minimo relativo para x = 1.

13

1
f(1):eT:e = Minimo: P(1, e)

N /
(x) /
1
— \L\ > ) 1 > >
N

*kkkkkkkkk



4°) a) Calcule la integral indefinidaz [ tag x- dx.

b ) De todas las primitivas de la funciéix =tag x, encuentre la que pasa por el punto
de coordenadas P(0, 2).

a)

I:jtagx-dx:j

senx cosx=t
dX >
COSX — senx- dx=dt

} = —j% dt=-Lt+ C=- L(cosx)+C.

b)

Las infinitas funciones primitivas ded(X=tagx estan representadas por la fun-
cion f(x)=-L(cosx)+C. La funcién primitiva que pasa por el punto P(0, 2) es la qu
satisface su ecuacion:

f(0)=2 = - L(cosQ+C=2;-L#C=2;-0+C=2= C=2,

f(x)= -L(cosx)+2
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OPCION B
ax+3y+z=a

1°) a ) Discuta el sistema de ecuacionesy+az=1} en funcion del pardmetro
x+y-z=1

b ) Si es posible, resuélvalo para el valer-1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 1
aly M= a

<

I
[
P 9 W
P 9
= 9 W
P = o

-1 -1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn de el siguiente:

a 3 1
IM[=|1 a d=-4+1+3a a &+ 3-20+ 2+ 4=-Aa’-a-2)=0 ;
11 -1
144148 _1+49 1+3

a’-a-2=0: a=

= a-=-1; a=2.

2 2 2

az-1
Para { 41 } = RangoM= RangoM'= 3= rf inc6g = Compatible determinado

-13 1 -1
Paraa=-1= M'=| 1 -1 -1 1 |= {F,=F,} = Rangode M'=2.
1 1 -11

13 11
Paraa=1= M'=|1 1 1 1|= {C,=C,} = Rangode M'=2.
11 -11

a=-1
Para{ _1}: Rango M= RangoM'= 2< rP incég = Compatible indeterminado

b)
- x+3y+z=-1
Parao = -1 el sistema es x-y-z=1 ;, que es compatible indeterminado.
x+y-z=1



Despreciando una de las ecuaciones (primera) y haciendo

= X=22A ;;x=IA ;; y=1+A-x=1+1-1-A=0=y.

X—y=1+A4
Xx+y=1+A

Xx=1+A
Solucién <y=0 , OAOR.
z=A
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2°) Dos de los tres vértices de un triangulo son los puntos A(1, 1, 1) y B(1, 1, 3). EI
cer vértice C esta en la recta r que pasa por los puntos P(-1, 0, 2) y Q(0, 0, 2).

a ) Determine la ecuacién de la rectarr.

b ) Calcule las coordenadas del vértice C para que el area del triangulis sesda-
des cuadradas.

Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.

a)
Los puntos P(-1, 0, 2) y Q(0, 0, 2) determinan un vector director de la recta r:
'y = PQ=0Q-0P=( 0,0, 2-(- 10 93=(1,0,0).
X=A
La expresion de r por unas ecuaciones paramétriacas gs-0.
z=2
b)

Los puntos A(1, 1, 1) y B(1, 1, 3) determinan un vector director de la recta s c
los contiene:

V= AB=0B-0A=( 11 3(119=(0,0,2).

x=1
La expresion de la recta s por unas ecuaciones paramétricasyest
z=1+2u
Los puntos de la recta r son de la forafa, 0, 2).

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos un grafico aproximado de
situacion.

—_—

Teniendo en cuenta qug=h-| v, | y que tam-

bién puede sers=

ZDE‘, se deduce que la dis-

v, OAC

V,

S

tancia es:HC, s)=

AC=C-A=(1,02-(1139=(A-1-11).

Aplicando la formula de la distancia h que nos interesa:



i ]k
0 0 2

VOAC) a-1 -1 1] |2Ar-1)j +2i]
C s)= = = =li+(A-2jl=y2+(1-1° =
HC,s) v g > i +(A-1)j] (1-1)

S

=JH R -2+1=J2-24+2=h.

Noétese que h es la altura del triangulo cuya bag@e%ﬂ%" =2 unidades.

AR . . 2 —
Del enunciado del ejercicid’:\BZ—h - 15— 24 5 A2 15— 2+ 2=15:;

F-20-13=0 A= 21”2‘”52: 212*/5_6= 2t 2*/1_4=J¢\/1_4:> A= EA14 5 A, =1+ 414,

c.(2v14,030c,(1V14, 0, 2)
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3°) Dada la funciénf(¥ = xLx-x, se pide:

a ) Determine el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es paralela
bisectriz del primer cuadrante. Calcule la ecuacion de dicha recta.

b ) Determine el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es paralela ¢
OX. Calcule la ecuacién de dicha recta.

a)
La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor @
primera derivada de la funcién para ese punto.

f(x)=1Lx+x -%—1= Lx+1-1=Lx.

La pendiente de una recta paralela a la bisectriz del primer cuadrante vale 1.
me f(Y=1= Lx=1= x=e.

El punto P de tangencia es el siguient@le e Le & e-e=0= P, 0).

La recta t tangente esy 0=1-( x &= x e= t= x- y-e=0.

b)
La pendiente de una recta paralela al eje OX vale 0.

m= f(X)=0= Lx=0= x=1.

El punto Q de tangencia es el siguiente)i= 1L + == 0- 1=-1= Q(1, -1).

La recta s tangente eg+ 1= 0-(x-1)=0 = s=y+1=0.
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4°) a ) Encuentre una primitiva de la funcidfx) = x -cosx.

b ) Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la fund(é x -cosx y el eje
de abscisas entre x = 0 y xt=

a)
U= X— du=dx

F(>§:j X -COSX- dx = = X senx—j senx- dx=
cos x dx dv- = senx

= x senx+cos x+C = F(x).

b)
Teniendo en cuenta que las ordenadas(de= x -cosx en el intervalc(o, gj son
positivas y en el interval%, nj son negativas y que si se invierten los limites de inte

gracion de una integral definida su valor cambia de signo, el area pedida es la siguie

(3 dx=[F(x] +[F(X)]2 = F(5)-F(0)+ F(2)-F(n)=

(¥ e

S

oY
N —N Yy

= 2F(2)-F(0)-F(m)=2- (%T : seng+ cosgj —( 0sen @ cosQ-(rr -senm+cosm)=

:z.(g 4 §>—(0-0+i—(n-0—1):n—1+1:i:s.
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