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MATEMÁTICAS II          Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Observaciones importantes: El alumno deberá responder a todas las cuestiones de una 
de las opciones A o B. No está permitido utilizar calculadoras programables ni que rea-
licen cálculo simbólico, integrales o gráficas. 
No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que están enunciadas. 
Antes bien, se recomienda al alumnos que empiece por aquellas cuestiones que le resul-
ten más sencillas. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Sabiendo que 4

420

111

=zyx , calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los 

siguientes determinantes, indicando en cada paso qué propiedad de los determinantes se 
está utilizando. 
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.  b ) 
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---------- 
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Se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes: 

 
Si se intercambian dos líneas de un determinante, su valor cambia de signo. 

 
Si se multiplican o dividen todos los elementos de una línea de un determinante  

por un número, su valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho 
número. 
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b )  
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Se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes: 

 
Si los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos suman-

dos, el valor del determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenidos al 
considerar por separado cada sumando de esa línea, y el resto de las líneas iguales a las 
del determinante inicial. 
 

Si un determinante tiene dos líneas paralelas proporcionales, su valor es cero. 
 

Si se multiplican o dividen todos los elementos de una línea de un determinante  
por un número, su valor queda multiplicado o dividido por dicho número. 

 
Si se rotan todas las líneas (filas o columnas) de un determinante, su valor no var-

ía. 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

2º) a ) Determine para qué valor del parámetro α la recta 




=+−−
=++

≡
02

1

zyx

zyx
r  es perpendi-

cular al plano 026 =++−≡ zayxπ . 
 
b ) Demuestre que si α = -8 la recta r corta al plano π en un punto y calcule dicho punto. 
 

---------- 
 
a )  

Para determinar un vector director de la recta r se expresa por unas ecuaciones pa-
ramétricas: 

 

 =−−=+−=−=−⇒




−=−−
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32

3222211 −=⇒
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Un vector normal del plano 026 =++−≡ zayxπ  es ( )2,,6 an −= . 
 
La recta r y el plano π serán perpendiculares cuando el vector director de la recta 

y el vector normal del plano sean linealmente dependientes (paralelos).  
 
Dos vectores son paralelos cuando sus componentes son proporcionales. 
 

⇒=⇒==
−
−

4
2

12

6

3
a

a
La recta r y el plano π son paralelos para α = 4. 

 
 
b )  

Para α = -8 el vector normal del plano π es ( )2,8,6 −−=n , que el linealmente in-

dependiente al vector director de la recta r, ( )1,1,0 −=rv .  
 
Los vectores n  y rv  no son perpendiculares por ser 0· ≠nvr : 
 

( ) ( ) 04216182,8,6·1,2,3· ≠=+−=−−−=nvr . 
 

Lo anterior demuestra que la recta r y el plano π son secantes, se cortan en un punto. 
 
 Para α = -8 es 0430286 =−+≡⇒=+−−≡ zyxzyx ππ . 

 
El punto de corte de r con π es la solución del sistema que forman: 
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( ) ( ) ;;022;;08496;;021432·3
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( )1,1,11;;01 −⇒==− Pλλ . 

**********  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

3º) Dada la función ( )
x

e
xf

x

= , se pide: 

 
a ) Dominio de definición y cortes con los ejes. 
 
b ) Estudio de las asíntotas (verticales, horizontales y oblicuas). 
 
c ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (máximos y mínimos). 
 
d ) Representación gráfica aproximada. 
 

---------- 
a ) 
 La función f está definida para cualquier valor real de x, excepto para x = 0. 
 

( ) { }0−⇒ RfD  

b )  
Horizontales:  
 

( ) { } ⇒⇒⇒
∞
∞=

+∞→
=

+∞→
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x
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x
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1
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·

1
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=
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=
−∞→

=
−∞→

∞∞−
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x
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La recta y = 0 (Eje X-) es asíntota horizontal. 

 
Verticales:  
 

( ) ⇒∞+==
→

=
→ ++++ 0

1

000

0e

x

ím
xf

x

ím ℓℓ
 La recta x = 0 (Eje Y+) es asíntota vertical de 

la función. 
 

( ) ⇒∞−==
→

=
→ −−−− 0

1

000

0e

x

ím
xf

x

ím ℓℓ
 La recta x = 0 (Eje Y-) es asíntota vertical de 

la función. 
 
Oblicuas: No tiene. (las asíntotas oblicuas y horizontales son incompatibles). 

 
c ) 

 ( ) ( ) ( ) 1;;01;;010
11··

'
22

==−=−⇒=−=−= xxxe
x

xe

x

exe
xf x

xxx

. 

 

 Los períodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
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( ) ( ) ( )1,00,:10' ∪∞−⇒<⇒< ntoDecrecimiexxf  

 
( ) ( )∞+⇒>⇒> ,1:10' oCrecimientxxf  

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) =−−+−=−−+−=
34

2 12·112·1·1·1
''

x

xexxe

x

xxexexe
xf

xxxxx

 

 
( ) ( ) ( )xf

x

xxe

x

xexe xxx

''
2222·

3

2

3

2

=+−=−+= . 

 

 ( ) ( )
⇒>=+−= 0

1

221
1''

3

1

e
e

f  Mínimo relativo para x = 1. 

 

( ) ⇒== e
e

f
1

1
1

 Mínimo: P(1, e). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 

f(x) 
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4º)  a ) Calcule la integral indefinida: ∫= dxxtagI · . 

 

b ) De todas las primitivas de la función ( ) xtagxf = , encuentre la que pasa por el punto 
de coordenadas P(0, 2). 

---------- 
a )  

( ) CxLCtLdt
tdtdxxsen

tx
dx

x

xsen
dxxtagI +−=+−=−⇒









=−
=

⇒== ∫∫∫ cos·
1

·

cos
·

cos
· . 

 

b )  
Las infinitas funciones primitivas de ( ) xtagxf =  están representadas por la fun-

ción ( ) ( ) CxLxf +−= cos . La función primitiva que pasa por el punto P(0, 2) es la que 
satisface su ecuación: 

 
( ) ( ) 220;;21;;20cos20 =⇒=+−=+−=+−⇒= CCCLCLf . 

 
( ) ( ) 2cos +−= xLxf  

 
********** 
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OPCIÓN B 

1º) a ) Discuta el sistema de ecuaciones 








=−+
=++
=++

1

1

3

zyx

azayx

azyax

 en función del parámetro α. 

 
b ) Si es posible, resuélvalo para el valor α = -1. 
 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

 
















−
=

















−
=

1

1

111

1
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'
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1

13 a
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a

Myaa

a

M . 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
 

( ) ;;022422331

111

1

13
2222 =−−−=++−=+−−++−=

−
= aaaaaaaaaa

a

M  

2;;1
2
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2
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2
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2 =−=⇒
±=±=+±==−− aaaaa . 
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b ) 

 Para α = -1 el sistema es 








=−+
=−−

−=++−

1

1

13

zyx

zyx

zyx

, que es compatible indeterminado. 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
 Despreciando una de las ecuaciones (primera) y haciendo λ=y : 

 

 yxyxx
yx

yx
==−−+=−+=+=+=⇒





+=+
+=−

0111;;1;;222
1

1
λλλλλ

λ
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. 
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Solucíón ∈∀








=
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+=
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λ
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: . 
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2º) Dos de los tres vértices de un triángulo son los puntos A(1, 1, 1) y B(1, 1, 3). El ter-
cer vértice C está en la recta r que pasa por los puntos P(-1, 0, 2) y Q(0, 0, 2). 
 
a ) Determine la ecuación de la recta r. 
 
b ) Calcule las coordenadas del vértice C para que el área del triángulo sea 15 unida-
des cuadradas. 
 
Observación: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos P(-1, 0, 2) y Q(0, 0, 2) determinan un vector director de la recta r: 
 
 ( ) ( ) ( )0,0,12,0,12,0,0 =−−=−== OPOQPQvr . 

 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 








=
=
=

≡
2

0

z

y

x

r

λ
. 

 
b )  

Los puntos A(1, 1, 1) y B(1, 1, 3) determinan un vector director de la recta s que 
los contiene: 
 
 ( ) ( ) ( )2,0,01,1,13,1,1 =−=−== OAOBABvs . 

 

 La expresión de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es 








+=
=
=

≡
µ21

1

1

z

y

x

s . 

 Los puntos de la recta r son de la forma ( )2,0,λC . 
 
 Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un gráfico aproximado de la 

situación. 
 
 Teniendo en cuenta que svhS ·=  y que tam-

bién puede ser ACvS s ∧= , se deduce que la dis-

tancia es: ( )
s

s

v

ACv
sCh

∧
=, . 

 
( ) ( ) ( )1,1,11,1,12,0, −−=−=−= λλACAC . 

 
 Aplicando la fórmula de la distancia h que nos interesa: 

AC

s 
S 

h 

A 

C 

sv

Q

P 

r 
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( ) ( ) ( ) ( ) =−+=−+=
+−

=
++

−−
=

∧
= 22

222
111

2
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200

111

200

, λλ
λλ

ji
ij
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v
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s

s
 

 
h=+−=+−+= 22121 22 λλλλ . 

 
 Nótese que h es la altura del triángulo cuya base es 2== ABAB  unidades. 

  

 Del enunciado del ejercicio: ;;152215
2

22·2
15

2

· 2
2

=+−⇒=+−
⇒= λλλλhAB  

 

141;;141141
2

1422

2

562

2

5242
;;0132 21

2 +=−=⇒±=±=±=+±==−− λλλλλ . 

 
( ) ( )2,0,1412,0,141 21 +− CoC  

 
********** 
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3º) Dada la función ( ) xxLxxf −= , se pide: 
 
a ) Determine el punto de la gráfica de f para el cual la recta tangente es paralela a la 
bisectriz del primer cuadrante. Calcule la ecuación de dicha recta. 
 
b ) Determine el punto de la gráfica de f para el cual la recta tangente es paralela al eje 
OX. Calcule la ecuación de dicha recta. 
 

---------- 
a )  
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de la 
primera derivada de la función para ese punto. 
 

 ( ) xLxL
x

xxLxf =−+=−+= 111
1

·1' . 

 
 La pendiente de una recta paralela a la bisectriz del primer cuadrante vale 1. 
 
 ( ) exxLxfm =⇒=⇒== 11' . 
 
 El punto P de tangencia es el siguiente: ( ) ( )0,0· ePeeeeLeef ⇒=−=−= . 

 
 La recta t tangente es: ( ) 0·10 =−−≡⇒−=−=− eyxtexexy . 

 
b )  
 La pendiente de una recta paralela al eje OX vale 0. 
 
 ( ) 100' =⇒=⇒== xxLxfm . 
 
 El punto Q de tangencia es el siguiente: ( ) ( )1,111011·11 −⇒−=−=−= QLf . 

 
 La recta s tangente es: ( ) 0101·01 =+≡⇒=−=+ ysxy . 
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4º) a ) Encuentre una primitiva de la función ( ) xxxf cos·= . 
 
b ) Calcule el área del recinto limitado por la gráfica de la función ( ) xxxf cos·=  y el eje 
de abscisas entre x = 0 y x = π. 

---------- 
a )  

( ) =−⇒








=→=
=→=

⇒= ∫∫ dxxsenxsenx
xsenvdvdxx

dxduxu
dxxxxF ··

·cos
·cos·  

 
( )xFCxxsenx =++= cos· . 

 
b )  

 Teniendo en cuenta que las ordenadas de ( ) xxxf cos·=  en el intervalo 








2
,0

π  son 

positivas y en el intervalo 






 ππ
,

2
 son negativas y que si se invierten los limites de inte-

gración de una integral definida su valor cambia de signo, el área pedida es la siguiente: 
 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) =−+−=+=+= ∫∫ πππ
π

π

π
π

π

π

FFFFxFxFdxxfdxxfS 22
22

0

22

0

0··  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−+−






 +=−−= ππππππππ cos·0cos0·0
2

cos
2

·
2

·202 2 sensensenFFF  

 

( ) ( ) Su ==+−=−−+−






 += 21110·10·001·
2

·2 ππππ . 
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www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s




