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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: EIl alumno debera responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programe
bles ni que realicen célculo simbdlico, integrales o gréaficas. No es necesario respond
a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se recomie
al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas sencillas.

OPCION A

1°) Considere las matricds= (_12 (Z))B = (% 3) yC = (_01 ;)

a) Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus ca
rrespondientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacionX - B = C.

a)

A= (_12 (2)), |A] = |_12 (2)| = —4 %0 = Aes invertible.
(5 2)

(1 3\ 11 31_5 . . .
B—(2 2), |B|—|2 5 =2—6=—-4%*0 = Besinvertible.

At=(_02 %) Adj.de A" = (_21 _02) > A =

A=

La inversa d&8 se obtiene por el método de Gauss-Jordan.

em=( Jl; N=2E-r-2r1=>( 3|5, )=

1 3
1 1 :
P

O
2 4

1 0
)= R~ F SFZ}:<0 X
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b)
A-X-B=C; A71-A-X-B-A1=A1.c-A; 1-X-1=A4"1-C-A7L.

X=A"1.c-A%

raea =3 (% D 2

-2 (% (G )G )=

X=5 (_42 —13)

S
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2°) Considere el plarm que pasa por el puni(1, 2,3) y tiene como vectores direc-
tores au = (1,—1,0) y v = (1,0, 2). Considere la recta que pasa por los puntos
A(1,0,4) yB(3,2,2).

a) Determine la ecuacion del plano
b) Determine la ecuacion de la recta

c¢) Estudie la posicion relativa del plang la rectar.

a)
x—1 y—2 z-3
n(P; U, V) =| 1 -1 0 |=0;
1 0 2

—2x-1D+z-3)-2(y—-2)=0; -2x+2+z—-3—-2y+4=0;

—2x—2y+z+3=0.
z=2x+2y—z—-3=0.

b)
Los puntos A y B determinan el vectd = [B — 4] = (2,2, —2).

Un vector de la rectapedida es cualquiera que sea linealmente dependiente del
vectordB = (2,2,—2), por ejemplop, = (1,1, —1).

La expresion de dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la si-
guiente:

Z—

r

x—1 y
1 1

c)

Un vector normal del plane es# = (2,2,—1), que es linealmente indepen-
diente del vector director de la recta,= (1,1,—1), por no ser proporcionales sus
componentes; por otra parte- v, = (2,2,—1)-(1,1,—-1) =2+ 2+ 1 # 0, tam-
poco son perpendiculares. De todo esto se deduce que:

Larectar corta al plano w en un punto no siendo perpendiculares.
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sen x—x:-Cos x

3°) Calcule los siguientes limitea) lim (\/_1 - ﬁ)- b) lim—=—"—""
x— - - x= B

a)
lim(1 —4)— 1 _ ¢ —l—i—oo—oo=>1nd:>
x4 \Wx-2 x-4 Vi-2 4-4 0 0 '
. x—4—-4(\x-2 . X—4—4/x+8 ] X+4—4x 4+4—4+/4 0
= lim ( ) = = =-=Ind.>

xod (VE-2)(—8) 204 (VE-2)—4)  xo4 (VE-2)x—4)  (Va-2)@—4) 0

o iy A (e (Vie2) [e+9)?-(4v2)*|(Vx+2)
¥od (Vi—2)(Va+2) D) (x+444Vx) | xood () (—t) (x4t aVz)

Vx+2 . x%-8x+16 _ 242 .. (x—4)?* _ 4 1=4_1

im - lim = - lim = -.
X4 X+4+4Vx x4  (x—4)2 4+4+8 x4 (x—4)2 16 16 4

También puede seguirse de la forma siguiente a partir de:

. X+4—4x 4+4—-4/4 0 4 ,
= lim = =->= Ind.= {L'Hopital} =
x—4 (Vx-2)(x-4)  (V4-2)(4-4) 0 { pital}
1+0 4 Vx Vx
. 2% . 2vx—4 . 2Vx—4 4-4 0
= lim — 2% = lim——— = lim = =-=
X—4 (m—o)(x—4)+(\/§_z)-1 X4 X—44+2X—4X x4 3x—4—4x  12-4-8 0
Za 1
1} . . 24/ _Z _1
= Ind.= {L'Hopital} = lim — = =-.
x—4 3-0—— 3-1 4
2Vx
i (2 — ) = 2
xoa \Wx-2 x-4) 4
b)
. sen x—x-Cosx 0-0-1 0 .
lim = = - = Ind.= {L'Hopital} =
x—>0 Xx—senx 0-0 0
. cosx—(1-cosx—1-sen x) . COSXx—cosx+x-senx . x-senx 0-0 0
= lim = lim = lim = =-=
x—0 1—cos x x—0 1—cos x x—0 1—cos x 1-1 0
. . 1-sen x+x-cosx .  Senx+x-cosx 0+0-1 0
= Ind.= {L'Hopital} = lim = lim = =-=Ind.=>
x—0 O+sen x x—0 sen x 0 0

cos x+1l-cosx—x-senx _ 1+1-0

2.

= {L'Hopital} = lim
x—0 cos x 1
. Senx —Xx-Ccosx
lim =
x—0 X —senx
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4°) a) Calcule la siguiente integral indefinida= [ x - sen %x dx.

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticaldsy
x = 1,y la gréfica de la funciéfi(x) = x - sen =-.

a)
u=x-du=dx
I=[x-sen = dx = mx 2 x =
2 dv=sen —-dx > v=—=-cos— (x)
2 T 2
2 X 2 X 2x X 2 X
:>I=x-(——-cos—)—f——-cos—-dxz——-cos—+—-fcos—-dx=
T 2 T 2 T 2 T 2
2x X 2 2 X 2x X 4 X
=——-cos—+=--—--sen —+(C=——-cos—+—-sen —+C.
T 2 T T 2 v 2 w? 2
X 2x X 4 X
I=[x-sen —=-dx=—=-cos—+—-sen —+C.
2 T 2 % 2
" X X 2 2 2 X
(*) v=[sen —-dx=>{—=t->dx==-dt{>=[sent-dt =—=-cos—
2 2 T [ [ 2
b)

En el intervalo(0, 1) todas las ordenadas de la funcjdix) = sen (?) son

positivas, por lo cual el area pedida es la siguiente, teniendo en cuenta (*):

1 2x TX 4 x|t
S=J, f(x)-dx—[—?-cos7+§-sen70—

=(—3-cos£+i-sen E)—(—0-coso+i-seno):—3-0+i-1—0:i.
T 2 w2 2 2 T m? m?

4
2

S =- u? = 0,405 u?.
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59) Segun un estudio reciente, el 68 % de los encuestados poseen un smartphone, e
% tienen una tablet y el 16 % disponen de ambos dispositivos.

a) Calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar no disponga de ningui
de los dos dispositivos.

b) Resulta que la persona elegida posee un smartphone, ¢ qué probabilidad hay de
tenga una tablet?

Smartphone - P(S) = 0,68. Tablet - P(T) = 0,38. P(SNT)=0,16.

a)
P=P(SNT)=1-P(SUT) =

=1—-[P(S)+P(T)—P(SNT)] =

=1- (0,68 + 0,38 — 0,16) = 1 — 0,90 = 0,10.

b)
P(TNS) _ 0,16 _
P(S) 068

P =P(T/S) = 0,2353.
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OPCION B
2x+y+2z=0

1°) Considere el sistema de ecuaci +3y+2z=0 enfuncién del parame-
x—y+a’z=a-1

tro a:

a) Determine para qué valores del pardmetebsistema tiene solucién unica. No hay
gue resolverlo.

b) Determine para qué valor del parAmetrel sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valor del pardmetrel sistema no tiene solucion.

a)

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con t
incognitas tiene solucidn Unica cuando el determinante de la matriz de coeficientes ¢
tres.

2 1 2
Matriz de coeficientes = <2 3 2 )

1 -1 a?
2 1 2
M{=[2 3 2|=0 6a2—4+2—6+4—2a%=4a%—4=0;
1 -1 a?
a?—-1=0=>a, =—1,a, = 1.

El sistema tiene soluciéon inica Va € R — {—1, 1}.

b)

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema de tres ecuaciones con t
incognitas tiene infinitas soluciones cuando los determinantes de la matriz de coef
cientes y la matriz ampliada son iguales y menor que el nimero de incégnitas. Cormr

en este caso existe en el sistema el mI%holy # 0, el rango de las dos matrices tiene
gue ser dos.

IM|=0=a, =—-1,a,=1. Paraa=—-1ya=1= RangM = 2.

2 1 2 0
Paraa=—1=>M’=<2 3 2 0)=>RangM’=>{C1,C2,C4}=>
1 -1 1 -2
2 1 0
=12 3 0|=-124+4=-8+ 0= Rang M' = 3.
1 -1 =2




2 1 2 0
Paraa=1=>M’=<2 3 2 0)=>{C1=C3}=>RangM’=2.
1 -1 1 0

El sistema tiene infinitas soluciones para a = 1.

2x+y+2z=0
Paraa=1>= {Zx + 3y + 2z = 0, que es homogéneo. Para resolverlo se des-
x—y+z=0
precia una ecuacion (segunda) y se parametriza una incégnita, por egemglo,

2x +y =-21

}:>3x=—3/1; x=—A y=x+A=-14+1=0.
x—y=-4

Solucion:x = -4, y=0; z=A1,VAER.

c)

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema de tres ecuaciones con t
incognitas es incompatible cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ar
pliada son diferentes.

Paraa = -1 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

El sistema no tiene solucion para a = —1.
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2°) Los vértices de un triangulo ABC sé(—a,1,1), B(2,—1,2) y C(1, —2a, 3).
a) ¢ Cuanto ha de valaerpara que el triangulo sea rectangulo en B?

b) Calcule el area del triangulo ABC para el casa ge—1.

a)
AB=[B-A4]1=[2,-1,2) - (-a,1,D] = (2 +a —-2,1).

BC=[C-B]=[(1,-2a,3)-(2,-1,2)] = (-1,1—2a,1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

AB-BC=0=>2+a—-21)-(-1,1-2a,1) = 0;
—2+a)-2(1-2a)+1=0; -2—a—2+4a+1=0; 3a—3=0;
a—1=0=>a=1.

El triangulo de vértices ABC es rectangulo en B paraa = 1.

b)
Paraa = —1: A(1,1,1), B(2,—-1,2) y C(1,2,3).

AB=[B—-A4]1=[(2,-1,2)—(1,1,1D] = (1,-2,1).
AC=[C—-A]=[(1,23)-(1,1,1] = (0,1,2).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad de
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

L ik
Supc =5[ABxAC|=2|[1 -2 1| =5 |-4i+k—i—2j=
0 1 2

=2 |=5i—2j+ k| == /(=52 + (-2)2 + 12 =~ V25 + 4+ 1 = - V30.

SABC =% V30u2
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3°) La producciéon mensual de una fabrica de bombillas viene dada=paiLK? (en
millones), dondé. es el coste de la mano de obi& gs el coste del equipamiento (en
millones de euros). La fabrica pretende producir 8 millones de unidades al mes. ¢Qt
valores dd. y K minimizarian el coste total+ K?

P=2LK? =38 =>L=%=i. LlamandaS = L + K:

KZ

4+K3
KZ

4
SK)=L+K==+K=

, _ 3K*K?*-(4+K3®)-2K _ 3K3®-2(4+K3) _ 3K3-8-2K> K3-8
S (K) - 4 - 3 - 3 - 3
K K K K

K

3_
SK)=0=>1"=0=K3-8=0=>K=2.
K

Justificacién de que se trata de un minimo:

3K2.K3-(K3-8)-3K*> _ 3K3-3(K3-8)  3K3-3K3+24 _ 24
K6 - K* N K* T K4

SII(K) —

24 24 .. g
S§"(2) = = ==> 0 = Minimo, como se queria justificar.
2+~ 16

4 4
L(2)=2_2=Z= 1.

Se minimiza el coste para K = 2.000.000 euros y L = 1.000.000 euros.
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X

4°) Calcule la siguiente integral indefinida= [ > - dx.
X4“+x—6
x>+ x—6=0; x =2 1+24=_1i2‘/ﬁ—_1i5=>x1 =-=3,x,=2>
x’+x—6=(x+3)(x—-2).
x . x—2 A B Ax-2A+Bx+3B _ (A+B)x+(-2A+3B) N
x2+x-6  (x+3)(x—2) x+3  x-2  (x+3)(x-2) xX2+x—6

A+B=1} 2A+2B =2

2 2 3
24438 =0 —2A+3B=o}:’53‘2' B=3 A=1-;=¢

3 2
5

= X  dx = 5 J.odx =2 27 lx —
I—fx2+x_6 dx—f<x+3+ )dx “Llx +3[+ZLlx—2[+C.

x—2

| p— -dx=§-L|(x+3)3.(x—3)2|+c.

x2+x—6
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59 Dos aulas de 2° de Bachillerato hacen conjuntamente un examen de Matematic:
En el primer grupo hay 25 alumnos de los cuales aprueba el 64 %, mientras que en
segundo grupo, de 30 alumnos, lo hace el 70 %. De entre todos los examenes se el

uno al azar y resulta que esta aprobado. ¢ Cual es la probabilidad de que sea un alur
del primer grupo?

Total alumnos: 25 + 30 = 55.

S>p==.0,64=02909
11

> .0,36 = 0,1536

>p=2.0,70=03818
11

(o))

-p=1-030=01636
P = P(G1/4) = 20D _ P(GL)-P(4/G1) o Boes
= - P(4) N P(G1)-P(A/G1)+P(G2)-P(A/G2) - 2-0,64+¥.0,70 =
=20 _ 229 _ 0,4324.

0,2909+0,3818 - 0,6727
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