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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: EIl alumno debera responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programe
bles ni que realicen célculo simbdlico, integrales o gréaficas. No es necesario respond
a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se recomie
al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas sencillas.

OPCION A

1 0 2
1°) Considere la matriz = (0 1 0).
0O 0 1

a) Calcule las potencias sucesivisA3, A*.

b) ¢ Cual sera la expresion general de la poteficgara cualquier valot € N?

a)
1 0 2 1 0 2 1 0 4
A2=A-A=<O 1 O)-(O 1 0>=<0 1 0).
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 4 1 0 2 1 0 6
A3=A2-A=<O 1 0)-(0 1 0>=<0 1 0).
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 6 1 0 2 1 0 8
A4=A3-A=<O 1 0)-(0 1 0>=<0 1 O).
0 0 1 0 0 1 0 01
b)

Considerando la sucesi@, 6, 8,:-- , que es una progresion aritmética de pri-
mer término 2, de diferencia 2.

El término general de una progresion aritmética,es a; + (n—1) - d.
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Aplicando la férmula al caso que nos ocupa:
a,=2+n—-1)-2=2+2n—-2=2n.

1 0 2n
An=<0 1 0>,VneN.

0 0 1
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2°) a) Descomponga el numero 10 en dos sumandos positivos de manera que la sur
de uno de ellos mas el doble del logaritmo neperiano del otro sea maxima.

b) Calcule dicha suma maxima.

a)

Sean los niamerosy (10 — x).
S(x) =x+2L(10 — x).

La condicién necesaria para que una funcion tenga un maximo es que se anu
Su primera derivada.
2 _ 10-x-2 _ 8—x

S(x)=142-—=1-—"2—=

10-x 10-x 10-x  10—x

X

S'(x)=0=

8_
=0, 8—x=0>=>x=8.

10—x

Para diferenciar los maximos se recurre a la segunda derivada; si es negati

para los valores que anulan la primera, se trata de un maximo y, si es positiva, de
minimo.

" _ —1-(10-x)—(8—-x)-(-1) _ —10+x+8-x -2
§"(x) = (10—x)2 T (10-x)2  (10-x)2
§"(8) = ——5=—=—-< 0= Méxi =8
i iairaiaia aximo para x = 8.

Los nameros pedidos son 8 y 2, respectivamente.

b)
S=8+2L2=8+12>=8+1L4.

La suma maxima pedida es 8 + L4 = 9,386.
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39 a) Calcule la siguiente integral indefinida= ~dx.

J'L
V2x2+1

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticaldsy

’ pr -, X
x = 2,y la gréfica de la funciéfi(x) = NoToTE
a)
2x2+1=t¢t L
X [
IZIW dx = <{4x -dx = dt =>4 f— dt— ftT2edt =
x-dx = —dt
1
1 t2 1
—-Z"?;'+ C —-5~J?-+ C
— X .y =21 2
I—fm dx =-V2x*+1+C.
b)
En el intervald0, 2) todas las ordenadas de la funci@w) = \/ﬁ son posi-

tivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

2 2 1 2
S=[,f(x)-dx= |, Zxxz+1'dx=[5\/2x2+1]o=
1 1 1 1 3 1 2
=(E 222+1)_(E 2'02+1)=E\/9—E 1=E_E=E=1'

S =1u>.
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4°) Considere el plarnw dado por la ecuacian= 3x — 2y + z = 3.

x+3y+3z=0

a) Estudie la posicion relativa del plang/ de la rectar = {y +27=1

b) En caso de que la reatasea paralela al plang calcule la distancia entre ambos.
En caso de que la reataorte al planar, calcule el punto de corte y el angulo de corte
entre ambos.

a)

La rectar y el planor determinan el sistema+ 3y + 3z =0

3x—2y+z=3}
y+2z=1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

3 -2 1 3 -2 1 3
M=<1 3 3)yM’=<1 3 3 o).
0 1 2 0 1 2 1

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ = 2 La recta esta contenida en el plano.
2. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ = 3 La recta es secante al plano.

3 -2 1
RangM= |1 3 3|=184+1-9+4=14+0= RangM = 3.
0o 1 2

Rang M = Rang M' = 3 = Larectar y el plano m son secantes.

b)
Un vector normal del plano= 3x — 2y + z—3 = 0esn = (3,-2,1).
La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:
_(x+3y+3z=0 _ _ ) — Q-
:{y+22=1 Sz=A2y=1-2% x+3—61+31=0;
x=-34+31
x=—3+3/1:>r5{y=1—2/1 :
z=2A

Un vector director de esv, = (3,—2,1), que es el mismo que



Por ser el vector director de la recta paralelo (coincidente) al vector normal de
plano:

Larectary el plano m son perpendiculares (forman 90°).
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59 Una maquina funciona en modo automatico el 70 % de los dias y el resto de Ic
dias funciona en modo manual. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funcion
en modo automatico es 0,15. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funciona e
modo manual es 0,05.

a) Calcule la probabilidad de que no tenga ningun fallo.

b) Si un dia tiene un fallo, ¢cual es la probabilidad de que haya funcionado en mod
manual?

a) S p=07-015= 0,105

>p=0,7-085=0,595

-p=203-005=0,015

-p=203-095=0,285
P=P(F)=P(AnF)+P(MnF)=P(A) P(F/A)+P(M)-P(F/M) =
=0,7-0,85+0,3-0,95 = 0,595 + 0,285 = 0,880.

b)
P(MNF) _ P(M)-P(F/M) _ 03:0,05 _ 0,015 _ 15

P=PM/F)= p(F) ~  1-P(F) ~ 1-0880 0,120 120

= 0,125.
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OPCION B
XxX—y+z=4a

1°) Considere el sistema de ecuaci({r)eﬂe z=—4 enfuncion del parametwn
X+ 2z = a?

a) Justifique que el sistema nunca es compatible determinado.

b) Determine para qué valor del parAmetrel sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

a)
Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema nunca es compatible dete
minado cuando las matrices de coeficientes y ampliada no tienen el mismo rango.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 -1 1 1 -1 1 4a

M = (0 1 1) yM' = (0 1 1 —4).
1 0 2 1 0 2 a?

El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:

1 -1 1
IM|={0 1 1|=2—-1—-1=0= RangM = 2.
1 0 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion ds el siguiente:

1 -1 1 4a 1 -1 1 4a
M’=<0 1 1 —4>=>{F3—>F3—F1}=><0 1 1 -4 >=>
a

1 0 2 a? 0 1 1 a*—4

1 -1 1 4a 1 -1 1 4a
:>{F3_)F3_F2}$<0 1 1 —4 >= 0 1 1 —4 .
0 0 0 a’—4a+4 0 0 0 (a—2)?
Param =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%incég.= S.C.I.

Param # 2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Queda justificado que el sistema nunca es compatible determinado.

b)
Como se ha probado en el apartado anterior:

El sistema es compatible indeterminado para a = 2.
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ax |
2°) Considere la funcion dada gfapr) = {a n be-sen ;l;ic ;2 0

lores dea y b para los cuales la funci¢i{x) es continua y derivable an= 0.

Determina los va-

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidn necesaria que S
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su ct
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores realesyde para que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

lim f(x) = lime®™ =e” =1

—_ x— x=

Parax=0= lim, f(x) = lim(a +b-senx) =a=f£(0)
x— x=

= lim f(x) = lim fG) =f(0)=>a=1

e* six<O0

La funcion resultg (x) = {1 th.sensx si x>0

La funcionf (x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad se va
a forzar determinando el correspondiente valay.de

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales en ese punto.

1six<0
bsi x>0

, . *six<0 . , .
f(x)_{b-ceos;ls)ichO »x=0 :>f(0)—{
= f/(0)=f'(0")=>b=1

La funcion f(x) es derivableen x = 0 paraa = b = 1.
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3% a) Calcule la siguiente integral indefinida= [ x - e* - dx.

b) Determine la primitiva de la funcigf{x) = x - e* que pasa por el pun®(0, 1).

a)
_ o x. u=x-du=dx X (.x. _
I=[x-e dx:>{e"-dx=dv—>v=ex}=>xe Je* dx =
=x-e*—e*+C=e*(x—1)+C.

I=[x-e*-dx=e*(x—1)+C.

b)
F(x)=e*(x—1)+C.

Por conteneF (x) al puntoP(0,1) esF(0) = 1:
FO)=1=2e°-(0-1)+C=1; 1-(-D)4+C=1;,-1+C=1=>C=2.

F(x)=e*(x—1) + 2.
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2x+y—z=-1

0 i =
4°) Considere el punt®(0,1,2) y la rectar = {x —y4z=3

a) Calcule la ecuacién (en cualquiera de sus formas) del plgone es perpendicular
a la rectar y pasa por el puntB.

b) Calcule la distancia del punkoal planor = x +y + z = 5.

a)

La expresion de la rectadada por unas ecuaciones parametricas es la siguiente:

_(2x+y—z=-1 _ 2x+y=-1+4 o JC 4N
={x—y+z=3 S>z=A>= x—y=3—,1}=>3x_2'x_3’
2
X=§
4 7 _
y=—1+/1—2x=—1+/1—§=—§+/1 Sr=yy=-T1)
z=2

Un vector director de esv,” = (0,1, 1).
El haz de planog perpendicularesatiene la expresiof =y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg, el planor que contiene al punt®(0, 1, 2) es
el que satisface su ecuacion:

B=y+z+D=0

P(0,1,2)}2>1+2+D=0; 34+D=0>D = —3.

n=y+z—3=0.

b)
La distancia de un punt®,(x,, y,, z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

, _ |Ax0+By0+CZO+D|
dada por la formuld(P,, m) = BTt

Aplicando la formula al punfy0,1,2) yalplanot=x+y+2z -5 = 0:

[1-041-1+1-2-5]  |o+142-5| |-2]| 2 2v3 .
= = = — = — unidades.
V12+12+12 Vi+1+1 NEIRVE] 3

d(P,m) =
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59 En la pefia del Atlético de Madrid, el 70 % de sus miembros prefiere que Antoine
Griezmann continde jugando en el equipo durante la proxima temporada, el 50 % pre
fiere que Fernando Torres continde jugando en el equipo la préxima temporaday el
% prefiere que ambos jugadores sigan jugando en el equipo la proxima temporad
Elegido al azar un miembro de la pefia, se pide:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que prefiera que al menos alguno de los dos jugador
siga jugando en el equipo la préxima temporada?

b) ¢ Cudl es la probabilidad de que prefiera que ninguno de los dos jugadores siga j
gando en el equipo la préxima temporada?

c¢) ¢ Cudl es la probabilidad de que prefiera que solo Fernando Torres siga jugando
el equipo la préxima temporada?

Datos: P(G) =0,7; P(T)=0,5 P(GNT)=0,3.

a)

P=P(GUT)=P(G)+P(T)-P(GNT)=0,7+05-03=09
b)

P(GNT)=1-P(GUT)=1-09=0,1.
¢)

P=P(TNG)=P(T)—P(GNT) =

=05-03=0,2
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