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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: EIl alumno debera responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programe
bles ni que realicen célculo simbdlico, integrales o gréaficas. No es necesario respond
a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas.

OPCION A
x+y+taz=1

1°) Considere el sistema de ecuacic{nes ay+z=a en funcion del parametro
ax+y+z=a+3

a.

a) Determine para qué valores @lel sistema tiene solucion Unica. Si es posible, cal-
cule dicha solucion paka= 0.

b) Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

c) Determine para qué valor deel sistema no tiene solucion.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a 1 1 a 1
M=<1 a 1>yM’=<1 a 1 a >
a 1 1 a 1 1 a+3

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

1 1 a
IM|={1 a 1|l=a+a+a—-a®-1-1=-a®>+3a-2=0;
a 1 1

a—-3a+2=0.
Resolviendo por Ruffini:
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1 0 -3 2
, _ 1 1 1 -2
Las raices distintas sam, = 1,m, = —2. 1 1 2 ]0]
1 1 2 |
1 2 0
-2 -2 ]
T o]

Para {aa;t_lz} = Rang M = Rang M' = 3 =n%inc6g.= S.C.D.

x+y=1
Paraa = 0 el sistema resulta + z = 0}, gue es compatible determinado. Re-
y+z=3

solviendo por la regla de Cramer:

110 11 0
00 1 10 1
3-1 2 —3-1 -4
x=311= = - =—-1. =10 3 11 _ =—=2
—2 2 2 —2 2 -2
111
10 0
1-3 -2 L
z =1 123= —=—=1. Solucion:x = -1, y =2, z = 1.

1 1 -2 1
a=—2=>M’=<1 -2 1 —2>=>{F1+F2=—F3}=>RangM=2.
-2 1 1 1

Paraa = —2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.

x+y—-2z=1
El sistema resulta— 2y + z = —2}, gue es compatible indeterminado; despre-
—2x+y+z=1

ciando una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y hagteado

xX+z=-24+20 x+z=-2+4+2A1 _ o |
—2X+Z=1—/1} Zx_Z:_1+/'{}:3x— 343A=2>x=-1+1;

(-1+A)+z=-2+2A=>z=-1+A.

Solucion:x = =141, y=4, z=—-1+ 1, VAER.

c)
1111

Paraa=1=>M’=<1 1 1 1>=>RangM=1; Rang M' = 2.
1 1 1 4



Paraa =1= Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.
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2% a) Calcule la integral indefinida= [ x? - cosx - dx.

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticaldsy
x = m, Yy la gréafica de la funciéfi(x) = x? - cos x.

a)
2 _
A= (x2. dx = u=x°->du=2x-dx N
fx cosx-ax {cosx-dx:dvev:senx}

=>A=x%senx— [senx-2x- dx=x*-senx—2[x-senx -dx =

=x?-senx — 2B =A. (¥

u=x—-du=dx
B=fx-senx-dx=>{ }=>
senx-dx =dv > v =—cos X
=B =—x-cosx+ [cosx-dx=—x-cosx+senx.

Sustituyendo en (*) el valor de B:
A=x%senx+2(x-cosx—sen x)+ C =
=x%sen x+2x-cosx—2sen x+C =(x*—2)-sen x+ 2x-cosx + C.

I=[x* cosx-dx=(x*—2)-sen x+2x-cosx+C,

b)

La funcionf(x) = x2 - cosx es continua en su dominio, que es R, por ser el
producto de dos funciones continuas en R, por lo cual es continua en cualquier interva
finito que se considere.

f(0)=0. f(n)=n? -cosm=mn?(—-1)=—n2

Segun el teorema de Bolzano, la funcf@m) tiene al menos una raiz en el in-
tervalo(0, ). La raiz, que es Unica, es la siguiente:

x, =0¢ (0,1)

fx)=0=>x%-cosx=0=
Xy =3

. Laraiz Gnica es = g

De lo anterior se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

s
= /s
S=[zx? cosx-dx— [z x*-cosx-dx =
2

Y Y
= [2x?-cosx-dx+ [2x?-cosx-dx =



Y s

= [(x?—2)-sen x+2x-cosx]g+[(x2—2)-senx+2x-cosx]7€=

2
:[(%—2)-sen§+2-§-cos%]—[(0—2)-sen 0+2-0-cos0]+

+[(%2—2)-sen§+2- © €OS %]—[(NZ—Z)-sen mT+2-m-cosm| =

T2 +4m—4

=2-[(Z-2) 147 0]-0-[(@*-2) - 0-2n]=Z 4+ 21 =

T2 +4m—4

S = - u? = 18,44 u?.
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3°) Los puntog(3,0,0),B(0,3,0) y (0,0, 3) son tres de los vértices de un tetraedro.
El cuarto vértice D esta contenido en la rectpue pasa por el punf(1,1,1) y es
perpendicular al planm que contiene a loa puntos A, By C.

a) Calcule la ecuacién del plamoque contiene a los puntos A, By C.

b) Calcule la ecuacion de la reetgue pasa por el puni(1,1,1) y es perpendicular
al planor.

c¢) Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro el 1¢

Los puntosA(3,0,0),B(0,3,0) y €(0,0,3) determinan los vectores:
AB = [B — A] =[(0,3,0) — (3,0,0)] = (-3,3,0).
AC = [C — A] =[(0,0,3) = (3,0,0)] = (=3,0,3).

La expresion general del plangedido es la siguiente:

L x—3 y z
n(4; AB,AC)=| -3 3 0|=0; 9(x—3)+92+9y =0;
-3 0 3

x—3+z+y=0.
n=x+y+z—3=0.

b)
Un vector normal del planoesn = (1,1, 1).

La recta pedida que pasa por el puni#(1,1,1), por ser perpendicularm,
tiene como vector director al vector normal del plano= (1,1, 1).

x=14+41
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricasze%y =1+ A
z=1+4+ 1

c)
El vértice pedido, por pertenecer,ees de laform®(1+ 1,1+ 4,1 + 1).

AD=[D—-Al=[Q1+41+4L1+2)—(3,0,0]=(-2+41+11+21).

El volumen de un tetraedro de vértices A, B, C y D viene dado por la siguiente
expresiony = = - |det(4B, AC, AD))|.



-3 3 0
-3 0 3
—2+4A 14+14 1+4

_— — ——

Vagep = %|AB,AC,AD| = 18; %.

18;

-1 1 0 616
-1 0 1 ZT:12;
241 144 144

(24D +A+D+ A+ =12; 3A=12> 1= 4.

El vértice pedido es D(5,5,5).
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49) (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al 4° decima
El tiempo de duracién de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigt
una distribucién normal de mediay desviacién tipica. Se sabe que el 69,50 % de
las bombillas duran menos de 5.061,2 horas, y que el 16,60 % de las bombillas dur:
mas de 5.116,4 horas.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que una bombilla de esa marca dure entre 5.061,2
5.116,4 horas?

b) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucién normal.
Datos:P(X < 5.061,2) = 0,6950; P(X > 5.116,4) = 0,1660 =

= P(X >5.116,4) = 1 — P(X < 5.116,4).

a)
P(5.061,2 < X < 5.116,4) = P(X < 5.116,4) — P(X < 5.061,2) =

= 0,8340 — 0,6950 = 0,1390.

b)
Tipificando la variableZ = ==,
P (Z < 5'061'2‘”) = 0,6950 = Tabla N(0,1) inversa = 22222# _ 0 51.
P (Z < 5'“6'4‘”) = 0,8340 = Tabla N(0,1) inversa = >222"% — 0,97.
Resolviendo el sistema:
5.061,2 — p = 0,510}—> 1=50612— 0,510} .
51164 —-u=0970)-> u=>51164—-0,970

= 5.061,2 — 0,510 = 5.116,4 — 0,970; 0,460 = 55,2; ¢ = 222 = 120.

0,46
u=5.0612—-0,510 = 5.061,2—-0,51-120 = 5.061,2 — 61,2 = 5.000.

Media: u = 5.000; desviacion tipica: o = 120.
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OPCION B
1 1 1
1°) Considere la matrig = (0 1 0).
0 0 1
a) Calcule las potencias sucesivifsA3 y A%,

b) Calcule la expresion genewdl para cualquier valor de€ N.

c) Determine si existe la inversa de A. En caso afirmativo, calculela.

a)
1 1 1 1 1 1 1 2 2
A2=A-A=<0 1 0)-(0 1 0>:<0 1 0).
0O 0 1 0O 0 1 0 0 1
1 2 2 1 1 1 1 3 3
A3=A2-A=<0 1 0)-(0 1 0)=<0 1 0).
0O 0 1 0O 0 1 0O 0 1
1 3 3 1 1 1 1 4 4
At = A3 A—(O 1 0)-(0 1 0>=<0 1 0>
0 0 1 0 0 1 0 0 1
b)
1 n n
Del apartado anterior se deduce glie= (0 1 0>,Vn EN.
0 0 1
c)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
1 1 1
|Al]=[0 1 0f=1=% 0= Lamatriz A es invertible.
0 0 1

Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan.

1 1 1|11 0 0 1 0 111 -1 0
(A|I)=<0 1 0/0 1 0):{F1—>F1—F2}=><0 1 00 1 0>=>
0 0 110 0 1 0 0 110 0 1
1 0 01 -1 -1 1 -1 -1
=>{F1—>F1—F3}=><0 1 00 1 0)=>A‘1:<0 1 0).
0O 0 10 O 1 0 O 1
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2°) Considere un triangulo isésceles cuya base de 12 cm
es el lado desigual y cuya altura es de 5 cm. Se quiere de-
terminar un punto A situado sobre la altura a una distancia
x de la base de manera que la suma de las distancia

puntoA a los tres veértices del triAngulo sea minima. Q- 12 -
serve la figura:

a) Demuestre que la suma de las distancias del puatos tres vértices del triangulo
viene dada por la expresifiix) = 5 — x + 2vx?2 + 36.

b) Calcule el valor de para que la suma de las distancias sea minima.

c¢) Calcule dicha distancia minima.

a)
Situando el triangulo como indica la figura, las coordenadas de los veértices, as
como el punto A, son los indicados en la figura adjunta.

PA=(6—-02+(x—-02=+v36+x2. Y

QA=,(6-6)2+(5—x)2=5—x.

RA=\6-127+x-07=v36+x2. OO R(12

PA+QA+RA=V36+x2+5—x+V36+x2=5—x+2V36+ x2.

Queda demostrado que PA+ QA+ RA =5 — x + 2v/36 + x2.

b)
Se considera la funcigf(x) = 5 — x + 2v36 + x2.

Una funcion tiene un minimo relativo cuando se anula su primera derivada y
resulta positivo el valor de su segunda derivada para los valores que anulan la primel

2x

f=-1+2 7 =Z==-1+==

2x o 4x?

: _ 1. 442 — 2,
e =0 T = U sepa = b 47 =36+2%

ffx)=0=—-1+—

3x2 =36; x2=12=x = +V/12 = +2V3 = x; = —2/3,x, = 2/3.

2 2
2V36+x%—200—=22 2V36+x2 ——2= V36+x2——=
fll(x) — 2v36+x2 __ V36+x2 2. V36+x2 __

36+x2 36+x2 36+x2



36+x%-x% 2 36 _ 72V36+x% £
(36+x2)V36+x2 (36+x2)V36+x2 (364+x2)2 |

Por serf”(x) = f"'(—x) esf' (x) > 0,Vx € R = Minimo para x, y X,.

A pesar de la justificacion de minimo, la solucidon negativa carece de sentidc
l6gico.
La distancia es minima para x = 2+/3.

c)

Aminima = PA+ QA+ RA=5—2v3+2V36 + 12 =5 — 2v/3 + 2148 =
=5-2vV3+8V3=5+6V3.

Aminima = (5 + 6V3) unidades.
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. -5 -6 +1 -1
3°) Considere las rectass — = >~ ="~ y s =—

a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el angulo c
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular
muan a ambas rectas.

a)

Un punto y un vector director de la reetaonA(5,6,—1) y v, = (1,1, 1).

Un punto y un vector director de la restaonB(1,0,—1) y v, = (1,1, —-1).

Los vectore®,. y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectdf que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s: W = 4B = [B — 4] = [(1,0,—1) — (5,6,—1)] = (—4,—6,0).

Segun que los vectorés,, v, w} sean o no coplanarios las reatass se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 1 1
Rang (v, vow}=|1 1 —-1|=4-6+4-6=8-12=—-4%0=>
—4 -6 0

— — —> —_— — — .
= Rang {v,, v;,w} =3 = v,,v,, W no son coplanarios.

Las rectasr y s se cruzan.

b)

Primer procedimiento.

L U A(5,6,—1)
Es esquema adjunto sirve d T
ilustracion a cuanto se hace a con

nuacion. E— e

Un vectorw perpendicular a
los vectore, y v, es cualquiera
que sea linealmente dependiente }
del producto vectorial de estos vec-
tores:



. i j k
w =T AV, = 1 1|=—-i+j+k—k—-i+j=-2i+2j=
1 1 -1

=w=(1,-1,0).

Determinamos dos planasy n,; de las siguientes caracteristicas:

x—=5 y—6 z+1
1 -1 0

y—-6)—-(z+1)—-(+1)+x-5)=0;, (x—=5+@Wy—-6)—2(z+1)=0;

XxX—5+y—-6—-2z2-2=0=>nm=x+y—-2z—13=0.

x—1 y z+1
m,(B; v, w) =| 1 1 —-1|=0;
1 -1 0

-y—(z+1)-Z+1)-(x—-1)=0 —(x—1)—y—-2(z+1) =0;
x—1+y+2z+2=0=>nm,=x+y+2z+1=0.
La recta pedida t es la interseccion de los plangst,:

t={x+y—22—13=0
“lx+y+2z4+41=0"

Segundo procedimiento:

Las ecuaciones paramétricas de las rectas tienen las siguientes expresiones:

x=54+21 x=1+u
rE{y=6+/1 y sz{y=u . Un punto genérico de cada una de las
z=—-1+41 z=-1-p

rectas son los siguientes:
Per=PG+16+A4-14+1); Qes=>0Q0(1+uu—1-—p).
QP=[P-Ql=(“4+2—-p6+A—pA+p).

El vectorQP tiene que ser perpendicular a los vectores directores de las rectas
por lo cual, sus productos escalares tienen que valer ambos cero:

QP 7, =0=>@A+A—pm6+A—pmA+up-(1,1,1) =0;



44+A—-u+6+1—pu+A+u=31-—u+10=0; 32—u=-10. (1)
0P - 7.=0=>@A+1—uw6+1—pi+p-(1,1,-1) =0;

44A—-—u+6+A1—pu—2A2—-—u=0, A—-3u+10=0; 1-3u=-10. (2)
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

20 5

3/1—u=—10} 9’1_3“:_30}=>8/1=—20=>/1=—§=—2.

A=3u=-10f —A1+3u=10
15 5

—7—;1:—10; 15+2H=20=>2M=5=>H=5

-_— 5 5 5 5 5 5
0P =(4-3-3.6-3-3-3+3)=(-110).

Un vector director de la perpendicular conties cualquier vector que sea li-
nealmente dependiente @€, por ejemplo el mismaz; = (—1,1,0).
Un punto de la rectaesP (5 — 5, 6 — 5, —-1-— E) =P (E,Z, —Z).
2 2 2 2°2 2

5
(x=3-8
La expresion deé por unas ecuaciones parametricas ES{ y = g + L.

7
o=
2
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49) (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al 4° decima

La probabilidad de que un determinado equipo de futbol gane cuando juega en casa

g, y la probabilidad de que gane cuando juega fueifa es
a) Sin saber donde jugara el proximo partido, calcule la probabilidad de que gane.

b) Si gand el ultimo partido del campeonato, ¢ cudl es la probabilidad de que jugara e

casa?
Datos:P(CnG)=§; P(Cnp)=§; P(FNG) =2 P(an):%_

Se entiende que el equipo juega la mitad de los partidos en casay la mitad fuer

a)
P(G) = P(C) - P(G/C) + P(F) - P(G/F) =§-§+§.§=§+§=%: 0,5333.
b)
12 1
POPG/O) _ 25 5 15 _5_ 6250
I '
15 15

P=P(C/G) = )
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