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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno deberá responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No está permitido utilizar calculadoras programa-
bles ni que realicen cálculo simbólico, integrales o gráficas. No es necesario responder 
a las cuestiones en el mismo orden en que están enunciadas.  
 
OPCIÓN A 

1º) Considere el sistema de ecuaciones �� + � + �� = 1        � + �� + � = �        �� + � + � = � + 3 en función del parámetro 

�: 
 �) Determine para qué valores de � el sistema tiene solución única. Si es posible, cal-
cule dicha solución para � = 0. 
 ) Determine para qué valor de � el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en 
ese caso. 
 �) Determine para qué valor de � el sistema no tiene solución. 
 

----------  �)   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �1 1 �1 � 1� 1 1� y �′ = �1 1 �1 � 1� 1 1    1�� + 3�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = �1 1 �1 � 1� 1 1� = � + � + � − �� − 1 − 1 = −�� + 3� − 2 = 0;  
 �� − 3� + 2 = 0.   
 

Resolviendo por Ruffini: 
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Las raíces distintas son �� = 1, �� = −2. 
 

���� � � ≠ 1� ≠ −2! ⇒ #�$% � = #�$% �& = 3 = $º ($�ó%. ⇒ +. ,. -. 
 

 Para � = 0 el sistema resulta 
� + � = 1� + � = 0� + � = 3., que es compatible determinado. Re-

solviendo por la regla de Cramer: 
 

� = �� � // / �� � ��
0� = �0�0� = �0� = −1. � = �� � /� / �/ � ��

0� = 0�0�0� = 010� = 2. 

 

� = �� � �� / // � ��
0� = �0�0� = 0�0� = 1.  +234�(ó$: � = −1, � = 2, � = 1. 

 )  

 � = −2 ⇒ �& = � 1 1 −21 −2 1−2 1 1     1−21 � ⇒ 67� + 7� = −7�8 ⇒ #�$% � = 2. 

 ���� � = −2 ⇒ #�$% � = #�$% �& = 2 < $º ($�ó%. ⇒ +. ,. :. 

 

 El sistema resulta 
   � + � − 2� = 1� − 2� + � = −2−2� + � + � = 1., que es compatible indeterminado; despre-

ciando una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y haciendo � = ;: 
 

 � + � = −2 + 2;−2� + � = 1 − ;!   � + � = −2 + 2;2� − � = −1 + ;! ⇒ 3� = −3 + 3; ⇒ � = −1 + ;; 
 <−1 + ;) + � = −2 + 2; ⇒ � = −1 + ;. 
 +234�(ó$: � = −1 + ;, � = ;, � = −1 + ;, ∀; ∈ #. 

 �)  

 ���� � = 1 ⇒ �& = �1 1 11 1 11 1 1    114� ⇒ #�$% � = 1;   #�$% �& = 2. 
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���� � = 1 ⇒ #�$% � = 1;  #�$% �& = 2 ⇒ +(@AB�� ($�2�C�A(3B. 
 

********** 
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2º) �) Calcule la integral indefinida : = D �� · cos � · I�. 
 ) Determine el área del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales � = 0 y � = J, y la gráfica de la función K<�) = �� · cos �. 
 

---------- �)  

 L = D �� · �2@ � · I� ⇒ � 4 = �� → I4 = 2� · I��2@ � · I� = IN → N = @B$ �! ⇒ 

 ⇒ L = �� · @B$ � − D @B$ � · 2� ·  I� = �� · sen � − 2 D � · sen � · I� =  
 = �� · sen � − 2Q = L.   (*) 
 

  Q = D � · @B$ � · I� ⇒ � 4 = � → I4 = I�@B$ � · I� = IN → N = −�2@ �! ⇒ 

 ⇒ Q = −� · �2@ � + D �2@ � · I� = −� · cos � + sen �. 
 
 Sustituyendo en (*) el valor de B: 
 
 L = �� sen � + 2 <� · cos � − sen �) + , = 
 = �� sen � + 2 � · �2@ � − 2 sen � + , = <�� − 2) · sen � + 2� · �2@ � + ,. 
 : = D �� · cos � · I� = <�� − 2) · sen � + 2� · �2@ � + ,. 

 )  
 La función K<�) = �� · cos � es continua en su dominio, que es R, por ser el 
producto de dos funciones continuas en R, por lo cual es continua en cualquier intervalo 
finito que se considere. 
 
 K<0) = 0. K<J) = J� · cos J = J� · <−1) = −J�. 
 
 Según el teorema de Bolzano, la función K<�) tiene al menos una raíz en el in-
tervalo <0, J). La raíz, que es única, es la siguiente: 
 

 K<�) = 0 ⇒ �� · cos � = 0 ⇒ R�� = 0 ∉ <0, 1)�� = T�                . La raíz única es � = T�. 

 
 De lo anterior se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 
 

 + = D �� · �2@ � · I�UV/ − D �� · �2@ � · I�TUV = 

= D �� · �2@ � · I�UV/ + D �� · �2@ � · I�UVT =  
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= W<�� − 2) · sen � + 2� · �2@ �X/
UV + W<�� − 2) · sen � + 2� · �2@ �XT

UV =  
 = YZTV

1 − 2[ · sen T� + 2 · T� · �2@ T�\ − W<0 − 2) · sen 0 + 2 · 0 · �2@ 0X +  

 + YZTV
1 − 2[ · sen T� + 2 · T� · �2@ T�\ − W<J� − 2) · sen J + 2 · J · �2@ JX =  

 = 2 · YZTV
1 − 2[ · 1 + J · 0\ − 0 − W<J� − 2) · 0 − 2JX = TV

� − 4 + 2J = TV]1T01� . 

 + = TV]1T01�  4� ≅ 18,44 4�. 

 
********** 
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3º) Los puntos L<3, 0, 0), Q<0, 3, 0) � ,<0, 0, 3) son tres de los vértices de un tetraedro. 
El cuarto vértice D está contenido en la recta � que pasa por el punto �<1, 1, 1) y es 
perpendicular al plano J que contiene a loa puntos A, B y C. 
 �) Calcule la ecuación del plano J que contiene a los puntos A, B y C. 
 ) Calcule la ecuación de la recta � que pasa por el punto �<1, 1, 1) y es perpendicular 
al plano J. 
 �) Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro el 18. 
 

---------- 
 

Los puntos L<3, 0, 0), Q<0, 3, 0) � ,<0, 0, 3) determinan los vectores: 
 
 LQ`̀`̀ `⃗ = WQ − LX = W<0, 3, 0) − <3, 0, 0)X = <−3, 3, 0). 
 
 L,`̀`̀`⃗ = W, − LX = W<0, 0, 3) − <3, 0, 0)X = <−3, 0, 3). 
 

La expresión general del plano J pedido es la siguiente: 
 

 JbL; LQ`̀`̀ `⃗ , L,`̀`̀`⃗ c ≡ �� − 3 � �−3 3 0−3 0 3� = 0;   9<� − 3) + 9� + 9� = 0; 
 � − 3 + � + � = 0. J ≡ � + � + � − 3 = 0. 

 )  
 Un vector normal del plano J es $⃗̀ = <1, 1, 1). 
 
 La recta pedida � que pasa por el punto �<1, 1, 1), por ser perpendicular a J, 
tiene como vector director al vector normal del plano: Nf`̀ `⃗ = <1, 1, 1). 
 

 La expresión de � dada por unas ecuaciones paramétricas es � ≡ �� = 1 + ;� = 1 + ;� = 1 + ;. 

 �)  
 El vértice pedido, por pertenecer a �, es de la forma -<1 + ;, 1 + ;, 1 + ;). 
 
 L-`̀`̀ `⃗ = W- − LX = W<1 + ;, 1 + ;, 1 + ;) − <3, 0, 0)X = <−2 + ;, 1 + ;, 1 + ;). 
 

El volumen de un tetraedro de vértices A, B, C y D viene dado por la siguiente 

expresión: g = �h · iIBAbLQ`̀`̀ `⃗ , L,`̀`̀`⃗ , L-`̀ `̀ `⃗ ci. 
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gjklm = �h iLQ`̀`̀ `⃗ , L,`̀`̀`⃗ , L-`̀ `̀ `⃗ i = 18;  �h · n −3 3 0−3 0 3−2 + ; 1 + ; 1 + ;n = 18; 

 

n −1 1 0−1 0 1−2 + ; 1 + ; 1 + ;n = h·�op = 12;   
 <−2 + ;) + <1 + ;) + <1 + ;) = 12;   3; = 12 ⇒ ; = 4. 
 q3 Né�A(�B CBI(I2 B@ -<5, 5, 5). 

 
********** 
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4º) (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al 4º decimal). 
 
El tiempo de duración de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue 
una distribución normal de media t y desviación típica u. Se sabe que el 69,50 % de 
las bombillas duran menos de 5.061,2 horas, y que el 16,60 % de las bombillas duran 
más de 5.116,4 horas. 
 �) ¿Cuál es la probabilidad de que una bombilla de esa marca dure entre 5.061,2 y 
5.116,4 horas? 
 ) Calcule la media y la desviación típica de esta distribución normal. 
 

---------- 
 
 Datos: �<v < 5.061,2) = 0,6950;   �<v > 5.116,4) = 0,1660 ⇒ 
 ⇒ �<v > 5.116,4) = 1 − �<v < 5.116,4). 
 �)  
 �<5.061,2 < v < 5.116,4) = �<v < 5.116,4) − �<v < 5.061,2) = 
 = 0,8340 − 0,6950 = 0,1390. 
 )  

 Tipificando la variable: y = z0{| . 
 

 � Zy < }./h�,�0{| [ = 0,6950 ⇒ ~�3� �<0, 1) ($NB�@� ⇒ }./h�,�0{| = 0,51. 

 

 � Zy < }.��h,10{| [ = 0,8340 ⇒ ~�3� �<0, 1) ($NB�@� ⇒ }.��h,10{| = 0,97. 

 
 Resolviendo el sistema: 
 

 
5.061,2 − t = 0,51u5.116,4 − t = 0,97u� → t = 5.061,2 − 0,51u→ t = 5.116,4 − 0,97u� ⇒ 

 ⇒ 5.061,2 − 0,51u = 5.116,4 − 0,97u;   0,46u = 55,2;   u = }�,�/,1h = 120. 

 
 t = 5.061,2 − 0,51u = 5.061,2 − 0,51 · 120 = 5.061,2 − 61,2 = 5.000. 
 �BI(�: t = 5.000; IB@N(��(ó$ AíC(��: u = 120. 

 
********** 
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OPCIÓN B 

1º) Considere la matriz L = �1 1 10 1 00 0 1�. 

�) Calcule las potencias sucesivas L�, L� � L1. 
 ) Calcule la expresión general L� para cualquier valor de $ ∈ �. 
 �) Determine si existe la inversa de A. En caso afirmativo, calcúlela. 
 

---------- �)  

 L� = L · L = �1 1 10 1 00 0 1� · �1 1 10 1 00 0 1� = �1 2 20 1 00 0 1�. 

 

 L� = L� · L = �1 2 20 1 00 0 1� · �1 1 10 1 00 0 1� = �1 3 30 1 00 0 1�. 

 

 L1 = L� · L = �1 3 30 1 00 0 1� · �1 1 10 1 00 0 1� = �1 4 40 1 00 0 1�. 

 )  

 Del apartado anterior se deduce que: L� = �1 $ $0 1 00 0 1� , ∀$ ∈ �. 

 �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |L| = �1 1 10 1 00 0 1� = 1 ≠ 0 ⇒ La matriz A es invertible. 

 
 Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan. 
 

         <L|:) = �1 1 10 1 00 0 1�1 0 00 1 00 0 1� ⇒ 67� → 7� − 7�8 ⇒ �1 0 10 1 00 0 1�1 −1 00 1 00 0 1� ⇒  

 

⇒ 67� → 7� − 7�8 ⇒ �1 0 00 1 00 0 1�1 −1 −10 1 00 0 1 � ⇒ L0� = �1 −1 −10 1 00 0 1 �. 

 
********** 
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2º) Considere un triángulo isósceles cuya base de 12 cm 
es el lado desigual y cuya altura es de 5 cm. Se quiere de-
terminar un punto A situado sobre la altura a una distancia � de la base de manera que la suma de las distancias del 
punto L a los tres vértices del triángulo sea mínima. Ob-
serve la figura: 
 �) Demuestre que la suma de las distancias del punto L a los tres vértices del triángulo 
viene dada por la expresión K<�) = 5 − � + 2√�� + 36. 
 ) Calcule el valor de � para que la suma de las distancias sea mínima. 
 �) Calcule dicha distancia mínima. 

---------- �)  
 Situando el triángulo como indica la figura, las coordenadas de los vértices, así 
como el punto A, son los indicados en la figura adjunta. 
 

 �L = �<6 − 0)� + <� − 0)� = √36 + ��.  
 �L = �<6 − 6)� + <5 − �)� = 5 − �.  
 #L = �<6 − 12)� + <� − 0)� = √36 + ��. 

 
 �L + �L + #L = √36 + �� + 5 − � + √36 + �� = 5 − � + 2√36 + ��. 

 �4BI� IB�2@A��I2 �4B �L + �L + #L = 5 − � + 2√36 + ��. 

 )  
 Se considera la función K<�) = 5 − � + 2√36 + ��. 
 
 Una función tiene un mínimo relativo cuando se anula su primera derivada y 
resulta positivo el valor de su segunda derivada para los valores que anulan la primera. 
 

 K&<�) = −1 + 2 · ���·√�h]�V = −1 + ��√�h]�V. 
 

 K&<�) = 0 ⇒ −1 + ��√�h]�V = 0;  ��√�h]�V = 1;  1�V
�h]�V = 1;   4�� = 36 + ��; 

 3�� = 36;  �� = 12 ⇒ � = ±√12 = ±2√3 ⇒ �� = −2√3, �� = 2√3. 
 

 K&&<�) = �·√�h]�V0��· V�V�����V�h]�V = �·√�h]�V0 V�V
�����V�h]�V = 2 · √�h]�V0 �V

�����V�h]�V = 

ℎ = 5 � 
L 

12 

�<0, 0) 

�<6, 5) 

#<12, 0) 

� 

L<6, �) v 
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= 2 · �h]�V0�V
<�h]�V)·√�h]�V = 2 · �h<�h]�V)·√�h]�V = ��·√�h]�V

<�h]�V)V = K&&<�). 
 
 Por ser K&&<�) = K&&<−�) es K&&<�) > 0, ∀� ∈ # ⇒ �í$(�2 C��� �� � ��. 
 
 A pesar de la justificación de mínimo, la solución negativa carece de sentido 
lógico. �� I(@A�$�(� B@ �í$(�� C��� � = 2√3. 

 �)  I�í���� = �L + �L + #L = 5 − 2√3 + 2√36 + 12 = 5 − 2√3 + 2√48 =  
 = 5 − 2√3 + 8√3 = 5 + 6√3.  
 I�í���� = b5 + 6√3c 4$(I�IB@. 

 
********** 
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3º) Considere las rectas � ≡ �0}� = �0h� = �]��   �  @ ≡ �0�� = �� = �]�0� . 

 �) Estudie la posición relativa de ambas rectas. 
 ) En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el ángulo que 
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular co-
mún a ambas rectas. 

---------- �)  
 Un punto y un vector director de la recta � son L<5, 6, −1) y Nf`̀ `⃗ = <1, 1, 1). 
 

Un punto y un vector director de la recta @ son Q<1, 0, −1) y N�`̀`⃗ = <1, 1, −1). 
 

Los vectores Nf`̀ `⃗  y N�`̀`⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales 
sus componentes; esto implica que las rectas � y @ se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente: 

 
 Se considera el vector �̀⃗̀ que tiene como origen el punto L ∈ � y extremo el 
punto Q ∈ @: �̀⃗̀ = LQ`̀`̀ `⃗ = WQ − LX = W<1, 0, −1) − <5, 6, −1)X = <−4, −6, 0). 
 
 Según que los vectores 6Nf`̀ `⃗ , N�`̀`⃗ , �̀⃗̀8 sean o no coplanarios las rectas � y @ se cortan 
o se cruzan, respectivamente. 
 
 Los vectores 6Nf`̀ `⃗ , N�`̀`⃗ , �̀⃗̀8 son coplanarios cuando el rango del determinante que 
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 
 

 #�$% 6Nf`̀ `⃗ , N�`̀`⃗ , �̀⃗̀8 ⇒ � 1 1 11 1 −1−4 −6 0 � = 4 − 6 + 4 − 6 = 8 − 12 = −4 ≠ 0 ⇒ 

 ⇒ #�$% 6Nf`̀ `⃗ , N�`̀`⃗ , �̀⃗̀8 = 3 ⇒ Nf`̀ `⃗ , N�`̀`⃗ , �̀⃗̀ $2 @2$ �2C3�$��(2@.   
 ��@ �B�A�@ � � @ @B ��4��$. 

 )  
 Primer procedimiento. 
 
 Es esquema adjunto sirve de 
ilustración a cuanto se hace a conti-
nuación. 
 

Un vector �̀⃗̀ perpendicular a 
los vectores Nf`̀ `⃗  y N�`̀`⃗  es cualquiera 
que sea linealmente dependiente 
del producto vectorial de estos vec-
tores: 

Nf`̀ `⃗  

N�`̀`⃗  

�̀⃗̀ 

� 

@ 

A 

J�
L<5, 6, −1) J� 

Q<1, 0 − 1) Nf`̀ `⃗ = <1, 1, 1) N�`̀`⃗ = <1, 1, −1) 
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 �′`̀`̀⃗ = Nf`̀ `⃗ ∧ N�`̀`⃗ = �( � �1 1 11 1 −1� = −( + � + � − � − ( + � = −2( + 2� ⇒ 

 ⇒ �̀⃗̀ = <1, −1, 0). 
 
 Determinamos dos planos π1 y π2 de las siguientes características: 
 

J�<L; Nf`̀ `⃗ , �̀⃗̀) ≡ �� − 5 � − 6 � + 11 1 11 −1 0 � = 0;  
 <� − 6) − <� + 1) − <� + 1) + <� − 5) = 0;  <� − 5) + <� − 6) − 2<� + 1) = 0;  

 � − 5 + � − 6 − 2� − 2 = 0 ⇒ J� ≡ � + � − 2� − 13 = 0. 
 

J�<Q; N�`̀`⃗ , �̀⃗̀) ≡ �� − 1 � � + 11 1 −11 −1 0 � = 0;  
 −� − <� + 1) − <� + 1) − <� − 1) = 0;  −<� − 1) − � − 2<� + 1) = 0;  
 � − 1 + � + 2� + 2 = 0 ⇒ J� ≡ � + � + 2� + 1 = 0. 

 
La recta pedida t es la intersección de los planos π1 y π2:  

 A ≡ �� + � − 2� − 13 = 0� + � + 2� + 1 = 0  . 
 
Segundo procedimiento: 
 
 Las ecuaciones paramétricas de las rectas tienen las siguientes expresiones: 
 

 � ≡ �� = 5 + ;   � = 6 + ;   � = −1 + ;  �  @ ≡ �� = 1 + t   � = t           � = −1 − t. Un punto genérico de cada una de las 

rectas son los siguientes: 
 
 � ∈ � ⇒ �<5 + ;, 6 + ;, −1 + ;);   � ∈ @ ⇒ �<1 + t, t, −1 − t). 
 
 ��`̀`̀ `⃗ = W� − �X = <4 + ; − t, 6 + ; − t, ; + t). 
 
 El vector ��`̀`̀ `⃗  tiene que ser perpendicular a los vectores directores de las rectas, 
por lo cual, sus productos escalares tienen que valer ambos cero: 
 
 ��`̀`̀ `⃗ · Nf`̀ `⃗ = 0 ⇒ <4 + ; − t, 6 + ; − t, ; + t) · <1, 1, 1) = 0; 
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4 + ; − t + 6 + ; − t + ; + t = 3; − t + 10 = 0;   3; − t = −10.     (1) 
 
 ��`̀`̀ `⃗ · N�`̀`⃗ = 0 ⇒ <4 + ; − t, 6 + ; − t, ; + t) · <1, 1, −1) = 0; 
 4 + ; − t + 6 + ; − t − ; − t = 0;   ; − 3t + 10 = 0;   ; − 3t = −10.     (2) 
 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 
3; − t = −10; − 3t = −10�   9; − 3t = −30−; + 3t = 10   � ⇒ 8; = −20 ⇒ ; = − �/o = − }�. 

 

 − �}� − t = −10;   15 + 2t = 20 ⇒ 2t = 5 ⇒ t = }�. 

 

 ��`̀`̀ `⃗ = Z4 − }� − }� , 6 − }� − }� , − }� + }�[ = <−1, 1, 0). 

 
 Un vector director de la perpendicular común A es cualquier vector que sea li-
nealmente dependiente de ��`̀`̀ `⃗ , por ejemplo el mismo: N�`̀ `⃗ = <−1, 1, 0). 
 

 Un punto de la recta A es � Z5 − }� , 6 − }� , −1 − }�[ ⇒ � Z}� , �� , − ��[. 

 

La expresión de A por unas ecuaciones paramétricas es A ≡
⎩⎪⎨
⎪⎧� = }� − ¢

� = �� + ¢
� = − ��    

. 

********** 
  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



4º) (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al 4º decimal). 
 
La probabilidad de que un determinado equipo de fútbol gane cuando juega en casa es ��, y la probabilidad de que gane cuando juega fuera es 

�}. 

 �) Sin saber dónde jugará el próximo partido, calcule la probabilidad de que gane. 
 ) Si ganó el último partido del campeonato, ¿cuál es la probabilidad de que jugara en 
casa? 

---------- 
 

 Datos: �<, ∩ ¤) = �� ;   �<, ∩ �) = �� ;   �<7 ∩ ¤) = �} ;   �<7 ∩ �) = �}. 

 
 Se entiende que el equipo juega la mitad de los partidos en casa y la mitad fuera. 
 �)  

       �<¤) = �<,) · �<¤/,) + �<7) · �<¤/7) = �� · �� + �� · �} = �� + �} = o�} = 0,5333. 

 )  

 � = �<,/¤) = ¦<l)·¦<§/l)¦<§) = V̈·V�©̈ª = �̈©̈ª = �}�1 = }o = 0,6250. 
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