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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: EIl alumno debera responder a todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programe
bles ni que realicen célculo simbdlico, integrales o gréaficas. No es necesario respond
a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas.

OPCION A
ax+y—2z=0

1°) Considere el sistema de ecuaci({rxes y —az = —1 en funcidn del parametro
xX+y+z=a

a) Determine para qué valores @lel sistema tiene solucion unica. Si es posible, cal-
cule dicha solucion paka= 2.

b) Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

c) Determine para qué valor desl sistema no tiene solucion.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 1 -2 a 1 -2 0
M=(1 | _a>yMr=<1 e _1>.
1 1 1 1 1 1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmedsoel siguiente:

a 1 -2 S
M| =[1 1 —a=a—2—a+2+a2—1:0;a2—1:()=>{1_1 |
11 1 %2 =

a=-1 , 0 s
Para{a_l}:)RangMzRangM =3 =n%incog.= S.C.D.

Se resuelve paka= 2 por la regla de Cramer.
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2x +y—2z=0
El sistema result%x +y—2z=-1.

x+y+z=2
0 1 -2 2 0 -2
31 amaran s 7 2-4-2+48 0
_l2 1 1l_2- _3_ _l1 2 a1l _ 72747248 _ 0 _
T Ly 22-1 3 3 0.
2 1 0
s TP
_ 11 ol _4-142-2 3 _
2= T 3 _3_1'
Solucion:x =1, y=0, z = 1.
b)
-1 1 -2 0
Paraa=-1=>M'=(1 1 1 -1]|=>{L,=L3}=>RangM’' =2.
1 1 1 -1
Paraa = —1= Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.
—x+y—2z=0
Paraa = —1 el sistema resul%n +y+z= -1, que es equivalente al sistema
x+y+z=-1
x—y+2z=0

X+y+z= _1}. Para su resolucion se hace A:

XxX—y=-2A

1 3
x+y:_1_/1}:>2x——1—3/1, x=—>-21

x+y=-1-Asy=-1-A+_+2A=—2+-1

Solucion: x = —1—2/1, y=—l+l/1, z=A, VAER.
2 2 2 2

c)
11 -2 0
Paraa=1=>M’=<1 1 -1 —1>=>RangM’=>{C2,C3,C4}=>
11 1 1
1 -2 0
=>1 -1 -1[=-142+14+2=4+0= RangM' =3.
1 1 1

Paraa =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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x24+2x

29 a) Calcule los extremos relativos (maximos y minimosj@e = , definida

para todo valor de € R. Determine también los intervalos de crecmento y decreci-
miento def (x).

b) Calculehm(;— —).

x—0 e*—1

a)

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicién, que es neces
no es suficiente; para que exista el maximo 0 minimo es necesario que no se anule
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

f’(x) _ (2x+2)-e*—(x?+2x)-e* _ 2x+2-x%-2x _ 2-x7?

e2x - eX ex
f'(x) = —0 2—x2=0=x =—V2,x, =2,
_ —2xee*—(2-x%)-e*  —2x—2+x?  x%-2x-2
i) = G et o

f”(_ﬁ) = 2+::/\/_25_2 = 242 - Y2 > 0 = Minimo relativo para x = —/2.

f(—V2) ==

= 2e */_(1—\/—)=>Mmlm0 P[ \/—Ze*/_(l—\/—)]

f'(V2) = 2—2@—2 = :\/_ < 0 = Maximo relativo para x = \/2.

f(\/i) = 2:\2/_2/5 = 2(1+\/_) = Maximo: Q [\/_ 2(1+\/_)]

eV2

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

f'(x) = —0 2—x2=0=2x =—V2,x, =2.

Teniendo en cuenta qyiéx) es continua en R, las raices de la derivada dividen
a larecta real en los intervalpsco, —v2), (—v2,v2) y (2, +), donde la derivada
es, alternativamente, positiva o negativa.



2—-0%
eO

Considerando, por ejemplo, el valoe 0 € (—v2,v2) es:f’(0) =

= % =2 > 0 = Creciente.

Teniendo en cuenta lo anterior, los periodos de crecimiento y decrecimiento sol
los siguientes:

f'(x) > 0= Creciente: x € (—\/E, \/f)

f'(x) < 0 = Decreciente: x € (—,—V2) U (V2,+).

b)
1 1 1 1 . e¥—1-x 1-1-0
(__ ):-— = 00 — 0 = Indet.= lim = =
x eX-1 0 e%-1 x—0 x-(e¥-1) 0-0

lim
x—0
— 9 ! 4 1 e’-1 =1
== Indet.= {L'Hopital} = }Cl_% 1.(e*—1)+x-eX _ 040

5% % = Indet. >

1 —

eX 1
= {L'Hopital} = lim = ==,
{ p } x—0eX+1-eX+x-e* 1+140 2
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3°) Considere la recta= 22 = 222 = Zy gl planor = x — 2y —z = —1.
-1 2 1

a) Estudie la posicion relativa de la reetg el planor.

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo gt
forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.

a)

La expresion de dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

x+1  y+3
rE— ==

VA
= = -
1

: 2x+2=—y—3}=>r5{2x+y=—5

x+1=-z x+z=-1"

La rectar y el planor determinan el sistema 2x +y = —5

x—2y—z=—1}
x+z=-1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 -2 -1 1 -2 -1 -1
m=z 1 o)z 1 0 =)
1 0 1 1 0 1 -1

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 > Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larecta es paralela al plano.

3 - Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

1 -2 -1
2 1 0
1 O 1

Rang M = =1+1+4=6+ 0= Rang M = 3.

Rang M = Rang M' = 3 = Larectar y el plano m son secantes.

b)
El punto de corte de la recta y el plano es la solucion del sistema que formar
resolviendo por la regla de Cramer:

-1 -2 -1
-5 1 0
x=10 tlo = -2.
6




1 -1 -1
2 =5 0
— —5+2-5+2 -6
y = 1 1 1 = = — = —1
6 6 6
1 -2 -1
2 1 -5
— —-14+10+1-4 6
7 = 1 0 1 = = - = 1
6 6 6

Punto de corte: P(—2,-1,1).

Teniendo en cuenta que el vector director de la teécta(—1,2,1) y el vector
normal del planai = (1,—2,—1) son linealmente dependiente indica que la recta el

perpendicular al plano, por lo tanto:

Larectary el plano w forman un angulo de 90°.
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49) (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al 4° decima

La probabilidad de que una flecha dé en la diana es 0,40. Si se lanzan 9 flechas, det
mine:

a) Qué tipo de distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de fleche
gue dan en la diana.

b) Cuél es la media y la desviacion tipica de esa distribucion.

c¢) Cual es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.

a)

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

p=04 q=06; n=9 = X~B(9;04).

b)
Uu=n-p=9-04=3,6.

o= n-p-q=v9-04 06=216 = 1,4697.

c)

La formula de la probabilidad de que meslementos- sean favorables es la
_ n _
siguienteP = (r) ph g™,

P = (g) L 0,45 0,6% + (2) .0,4% - 0,63 + (3) .0,47 - 0,62 +

+(g)-04% 06" +(7)- 042 0,6 =

=2 .0,0102-0,1296 + —— - 0,0041- 0,216 + —— - 0,0016 - 0,36 +
41.5] 3l.6! 21.71

+9-0,0007-0,6 +1-0,0003-1 =

9-8

= 2876 0001327 + 287
4.3-2

3-2

0,000885 + ?- 0,000590 + 0,00393 + 0,000262 =

=126-0,001327 + 84 - 0,000885 + 36 - 0,000590 + 0,003539 + 0,000262 =

=0,167202 + 0,074340 + 0,021240 + 0,003801 = 0,266583 = 0,2666.

Este apartado también puede hacerse con cierta aproximacion transformando



distribucion binomial en una distribucion normal.

X = B(9; 0,4) ~ N(3,6; 1,47).

e g . X— X-3,6
Tipificando la variableX — T“ =

Considerando la correccion de Yates:

4,5-3,6

P(X=5)=P(X >4,5) =P(Z> =

)=P(2>%)=p(z>o,61)=

=1-P(Z<0,61)=1-0,7291 = 0,2709.
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OPCION B
-1 a O
1°) Considere la matrig = ( 0 1 a>.
1 -1 1
a) Determine para qué valoresaéa matriz A tiene inversa.
b) Paraa = 1, calcule la inversa de A.

¢) Paraa = 1, resuelva la ecuaciéon matriciéfl + 21 = 2A, dondd es la matriz iden-
tidad3 x 3.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
-1 a O
|A| = 1 a=—1+a2—a=a2—a—1=0;a=1i21+4=
1 -1 1
145 1-/5 1+v5
= — al = _'al = .
2 2 2
La matriz A es invertible VE R — {1_7\/3, 1+2\/§}.
b)
-1 1 0
Paraa=1=>A=(0 1 1).
1 -1 1
; t
La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuEstas %
-1 1 0 -1 0 1
|A| 1 1|=-1+1-1=-1. At=<1 1 —1).
1 -1 1 o 1 1
1 —_
|1 1 | B |0 | \ 1
adj.deat=| -0 3 |7t | —| o | = —1 1.
1 1 0 0 1
\|0 Do) e
_1 1 —
-1 1
_ . <1 -1 1) -2 1 -1
Y E - SR T B VAN L <—1 1 —1).
41 i 1 0 1




c)
XA+21=24; XA=24A-21=2-(A—1); XA-A1=2-(A—-1)-A%;

X 1=2-(A=D-A1=2X=2-(A=1)- A"
-1 1 0 1 0 0 2 1 0
A—I=<O 1 1)—(0 1 0>=<0 0 1).
1 -1 1 00 1 1 -1 0

-2 1 0\ /-2 1 -1
X=2-(A—1)-A—1=2-<o 0 1)-(—1 1 —1)=
1 -1 0 1 0 1

3 -1 1
=2-<1 0 1).
-1 0 O
6 -2 2
X=<2 0 2).
-2 0 0
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2°) a) Calcule la integral indefinida= f% - dx.
b) Determine la primitiva d(le‘% que pasa por el puni(1, 2).

c¢) Calcule lim ﬂ.
x—>+o00 1+Xx

a)

— — 2 2
I=f£-dx:>{‘/;_t_’x_t}:>f L otedt=2- -
1+x dx=2t-dt 1+t t<+1

=2-ft2+1_1-dt:2-f(1— : )-dtzZ-(t—arctagt)+C.

t2+1 t2+1

\/_
I=fﬁ-dx=2-(\/——arctag\/§)+6.

b)
Del apartado anterior se deduce que:

Si f(x)=%:>F(x):2-(\/——arctag\/§)+0

Por pasar paP(1,2) esF(1) = 2:

-dt =

F(l):2:>2-(\/T—arctag\/T)+C=2-(1—arctag1)+C=

=2-(1-3)+c=2-2+c=22C="

2"

F(x)=2-(\/——arctag\/§)+§.

c)

lim Vx 0, por ser mayor el grado del denominador.

x—>+00 1+x
Vx 1 1

: : 3 : 7= = 0

11m£=f=>1ndet=> lim #Z5 = lim 1‘/}=1°° = = 0.
x—+400 1+x x—+00 —= x>+ —+1 P 0+1

J_ 1
. . 2 : 1
m — === Indet = {L'Hopital} = lim 2% = lim — =
x—+oo 1+x oo x—+00 X—+00 2v/x
lim Vx 0.

x—>+00 1+x
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3°) Los puntod(0,—1,1) y B(1,1,1) son dos de los vértices de un triangulo. El ter-
cer vértice C esta contenido en la rectpie pasa por el punto B y es perpendicular
alplanor =2x —y+z=1.

a) Calcule la ecuacion de la reetgue pasa por B y es perpendicular al plano

b) Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el area del triar@nBdes

a)
Un vector normal del plano=2x —y+z = 1esn = (2,—-1,1).
x=1+42A1
La expresion de dada por unas ecuaciones parameétricassesy =1 -1 .
z=1+4+1
b)

La expresion genérica dee r esC(1 + 24,1 - 1,1+ A4).

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:

BA=04A-0B =[(0,-1,1) — (1,1,1)] = (-1,-2,0).
CA=04-0C=[0-1,1)—(1+241-41+ )] =
=(=1-24,-2+2,—-2).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad de
ma&dulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

N i j k
Sapc =5 |BA X CA| =3V30; .|| -1 —2 0| =3V30;
—1-21 241 -2

=20+ (2= Dk + (=2 — 4Dk — Aj| = |24i — Aj — 5Ak| = A |2i — j — 5k| =

=122+ (-1)2+(=5)2=21-V4+1+25=21/30=6V30=> 1 =6.

C(14+2-6,1—6,1+6)= C(13,-5,7).
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49) (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al 4° decima

El 60 % de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25 %
Madrid, y el resto en Lisboa. El 1 % de los coches fabricados en Valencia tiene algu
defecto de fabricacién, mientras que para los coches fabricados en Madrid y en Lishc
estos porcentajes son del 0,5 % y del 2 %, respectivamente.

a) Elegido al azar un coche de esa marca, calcule la probabilidad de que no sea deft
tuoso.

b) Si un coche de esa marca resulta ser defectuoso, ¢ .cual es la probabilidad de c
haya sido fabricado en Madrid?

-»p=0,60-0,01=0,0060
0,01

0,9¢
- p=20,60-099 = 0,5940

D _w—p=025-0,005=0,00125
025 . 500

Madrid 0,99t
\D\A—> p = 0,250,995 = 0,24875

-p=0,15-0,02 = 0,0030

D ~» -»p=0,15-0,98=0,1470

a)

P=P(D)=P(VND)+P(MNnD)+P(LND) =
=PV)-P(D/V)+P(M)-P(D/M)+P(L)-P(D/L) =
= 0,60-0,99 + 0,250,995 + 0,15 - 0,98 = 0,5940 + 0,24875 + 0,1470 =

= 0,9898.

b)
P(MND) _ P(M)-P(D/M) _ 0,250,005 _ 0,00125
p(p) =~ 1-P(D)  1-098975  0,01025

P =P(M/D) =

= 0,1220.
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