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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un máximo de 4 cuestio-
nes y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que están enunciadas. Si se res-
ponde a más de 4 cuestiones, sólo se corregirán las 4 primeras, en el orden que haya 
respondido el estudiante. Solo se podrán usar las tablas estadísticas que se adjuntan. 
No se podrán usar calculadoras gráficas ni programables. 
 

1º) Considere el sistema de ecuaciones lineales �� + � + � = 2               � − 
� + 
�� = −1    −
� + 
�� − 
� = 2 en función del 

parámetro 
. 
 
) Compruebe que el sistema nunca tiene solución única. 
 �) Determine para qué valores de 
 el sistema tiene infinitas soluciones. 
 �) Si es posible, resuélvalo para el valor de 
 = 2. 
 

---------- 
)  
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius, un sistema tiene solución única cuando 
los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e igual al número de 
incógnitas, que en este caso es tres. 
 

 La matriz de coeficientes es � = � 1 1 11 −
 
�−
 
� −
�, cuyo rango es el siguiente: 

 

|�| = � 1 1 11 −
 
�−
 
� −
� = 
� + 
� − 
 − 
� − 
� + 
 = 0 ⇒   

 ⇒ �
�� � < 3, ∀
 ∈ �.  El sistema no puede ser compatible determinado. 
 !"#$
 �%&'(%�
$% )"# #* +,+-#&
 �"��
 -,#�# +%*"�,ó� ú�,�
. 
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�)  

 La matriz ampliada es �′ = � 1 1 11 −
 
�−
 
� −
    2−12 �, cuyo rango, en función 

del valor de 
, es el siguiente: 
 

 �1 = � 1 1 11 −
 
�−
 
� −
    2−12 � ⇒ �
�� �1 ⇒ 234, 3�, 3�5 ⇒  

 

⇒ � 1 1 21 −
 −1−
 
� 2 � = −2
 + 2
� + 
 − 2
� + 
� − 2 = 
� − 
 − 2 = 0;  
 
 = 4±√49:� = 4±√;� = 4±� ⇒ 
4 = −1, 
� = 2. 

 <
(
 =
 = −1
 = 2 > ⇒ �
�� � = �
�� �1 = 2 < �º ,��ó�. ⇒ A. 3. B.  

  C* +,+-#&
 -,#�# ,�D,�,-
+ +%*"�,%�#+ '
(
 
 = −1 � '
(
 
 = 2. 
 �)  

 Para 
 = 2 el sistema resulta 
          � + � + � = 2  � − 2� + 4� = −1−2� + 4� − 8� = 2G, equivalente al sistema 

        � + � + � = 2� − 2� + 4� = −1H, que es compatible indeterminado. Haciendo � = I: 

 � + � = 2 − I   � − 2� = −1 − 4IH       � + � = 2 − I  −� + 2� = 1 + 4IH ⇒ 3� = 3 + 3I;   � = 1 + I. 

 
 � + � = 2 − I;   � = 2 − I − 1 − I ⇒ � = 1 − 2I. 
 A%*"�,ó�: � = 1 − 2I;   � = 1 + I;   � = I, ∀I ∈ �. 

 
********** 
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2º) Considere la matriz K = L−1 −31 2 M. 

 
) Calcule las potencias sucesivas K�, K, K�, KN � KO 
 �) Calcule K�.P�P. 
 �) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa. 
 

---------- 
)  

 K� = K · K = L−1 −31 2 M · L−1 −31 2 M = L−2 −31 1 M. 

 K = K� · K = L−2 −31 1 M · L−1 −31 2 M = L−1 00 −1M = −B. 

 K� = K · K = −B · K = L 1 3−1 −2M. 

 KN = K� · K = −K · K = −K� = L 2 3−1 −1M. 

 KO = K · K = −B · R−B) = B� = B = L1 00 1M. 

 �)  K�.P�P = KO·O9� = KO·O · K� = SKOTO · K� = BO · K� = B · K� = K�. 
 K�.P�P = K� = −K = L 1 3−1 −2M. 

 �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |K| = U−1 −31 2 U = −2 + 3 = 1 ≠ 0 ⇒ W
 &
-(,� K #+ ,�X#(-,�*#. 

 KY = L−1 1−3 2M ;   K$Z. $# KY = L 2 3−1 −1M. 

 

 K[4 = \]^.]_ \`
|\| = L � [4 [4M

4  ⇒  K[4 = L 2 3−1 −1M. 

 
********** 
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3º) Calcule los siguientes límites: 
 
) limd→P fR9d)[fR[d)�d .   �) limd→9gh√� + 1 − √� + 2i. 

 
---------- 
)  

limd→P fR9d)[fR[d)�d = f[fP = PP ⇒ B�$#-. ⇒ 2W′j%',-
*5 ⇒ limd→P
klmn[ oklon� = 

   

= limd→P
klmn9 klon� = limd→P

lonmlmnponq� = limd→P O�R;[dq) = limd→P ;[dq = ;[Pq = 4. 

 limd→P fR9d)[fR[d)�d = 4. 

 �)  limd→gh√� + 1 − √� + 2i = ∞ − ∞ ⇒ B�$#-. ⇒  

 ⇒ limd→9g h√d94[√d9�i·h√d949√d9�i√d949√d9� = limd→9g h√d94iq[h√d9�iq
√d949√d9� = limd→9g d94[Rd9�)√d949√d9� =  

 = limd→9g d94[d[�√d949√d9� = [4√d949√d9� = [4g9g = [4g = 0.  

 limd→9gh√� + 1 − √� + 2i = 0. 

 
********** 
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4º) 
) Calcule la integral indefinida: B = s WR1 + ��) · $�. 
 �) Calcule la integral definida: B = s WR1 + ��)4P · $�. 
 

---------- 
)  

B = s W R1 + ��) · $� ⇒ t" = WR1 + ��) → $" = �d·]d49dq$� = $X → X = � u ⇒  

 ⇒ � · WR1 + ��) − s � · �d·]d49dq = � · WR1 + ��) − 2 s dq
49dq · $� =  

 = � · WR1 + ��) − 2 s 49dq[449dq · $� = � · WR1 + ��) − 2 s 49dq
49dq · $� + 2 s 449dq $�.  

 B = s W R1 + ��) · $� = � · WR1 + ��) − 2� + 2 · 
(� -� � + 3. 

 �)  

 B = s WR1 + ��)4P · $� = S� · WR1 + ��) − 2� + 2 · 
(� -� �TP4 = 
 = S1 · WR1 + 1�) − 2 · 1 + 2 · 
(� -� 1T − S0 · WR1 + 0�) − 0 + 2 · 
(� -� 0T =  
 = W2 − 2 + 2 · v� − 0 = W2 − 2 + v�. 

 B = s WR1 + ��)4P · $� = W2 − 2 + v�. 

 
********** 

  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



5º) Considere los puntos <R5, 6, 1) � !R−3, −2, 5) y la recta ( ≡ d4 = z[44 = {94� . 

 
) Determine el punto R de la recta ( para el cuál el área del triángulo PQR tiene el 
valor de 18√2 unidades cuadradas. 
Observación: Hay dos puntos R que son solución del apartado 
); basta con encontrar 
uno de ellos. 
 �) Calcule la ecuación de la recta + que pasa por los puntos P y Q y comprueba que 
dicha recta corta perpendicularmente a la recta (. 
 

---------- 
)  

 La expresión de ( por unas ecuaciones paramétricas es ( ≡ |� = I             � = 1 + I     � = −1 + 4I. 

 Un punto genérico de ( es �RI, 1 + I, −1 + 4I). 
 
 Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores: 
 !<}}}}}⃗ = �<}}}}}⃗ − �!}}}}}}⃗ = SR5, 6, 1) − R−3, −2, 5)T = R8, 8, −4). 
 !�}}}}}⃗ = ��}}}}}⃗ − �!}}}}}}⃗ = SRI, 1 + I, −1 + 4I) − R−3, −2, 5)T = R3 + I, 3 + I, −6 + 4I). 
 

El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del 
módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan: 
 

 A��� = 4� · �!<}}}}}⃗ × !�}}}}}⃗ � = 4� · � , Z �8 8 −43 + I 3 + I −6 + 4I� = 18√2; 
 

� , Z �2 2 −13 + I 3 + I −6 + 4I� = 9√2;  
 = |R−12 + 8I), − R3 + I)Z + R6 + 2I)� − R6 + 2I)� + R3 + I), + R12 − 8I)Z| =  
 = |R−9 + 9I), + R9 − 9I)Z| = 9 · |R−1 + I), + R1 − I)Z| = 9√2;   
 |R−1 + I), + R1 − I)Z| = √2;  �R−1 + I)� + R1 − I)� = √2;  
 1 − 2I + I� + 1 − 2I + I� = 2;   2I� − 4I = 0;  I� − 2I = 0;   IRI − 2) = 0 ⇒  
 ⇒ I4 = 0, I� = 2.  Cumplen la condición pedida los siguientes puntos: 
 �4R0, 1, −1) � ��R2, 3, 7). 
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�)  
 !<}}}}}⃗ = R8, 8, −4) ⇒ X�}}}⃗ = R2, 2, −1). 
 
 Considerando, por ejemplo, el punto !R−3, −2, 5), la expresión de la recta + 
dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 + ≡ d9� = z9�� = {[N[4 . 

 
 Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores. 
 
 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero. 
 
 X�}}}⃗ = R1, 1, 4). 
 
 X�}}}⃗ · X�}}}⃗ = R1, 1, 4) · R2, 2, −1) = 2 + 2 − 4 = 0. 
 
 Las rectas ( � + son perpendiculares. 
 
 Para verificar que las rectas se cortan consideramos, por ejemplo, el vector !�4}}}}}}}}⃗ , 
que tiene origen en un punto de + y extremo en un punto de (: 
 
 !�4}}}}}}}}⃗ = ��4}}}}}}}}⃗ − �!}}}}}}⃗ = SR0, 1, −1) − R−3, −2, 5)T = R3, 3, −6). 
 
 Para que ( � + se corten es necesario que los vectores X�}}}⃗ · X�}}}⃗  � !�4}}}}}}}}⃗  sean lineal-
mente dependiente (estén en un mismo plano), para lo cual es necesario que se anule 
el determinante que forman: 
 

 �1 1 42 2 −13 3 −6� = −12 + 24 − 3 − 24 + 3 + 12 = 0. 

 !"#$
 �%&'(%�
$% )"# *
+ (#�-
+ ( � + +# �%(-
� � +%� '#('#�$,�"*
(#+. 

 
********** 

  www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



6º) Considere las rectas ( ≡ �5� + 3� = 19� − 5� = 3     � + ≡ d[4[4 = z4 = {[NP . 

 
) Estudie la posición relativa de ambas rectas. 
 �) En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el ángulo que forman. 
En caso de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta ( y es 
paralelo a la recta +. 

---------- 
)  
 La expresión de la recta ( dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 ( ≡ �5� + 3� = 19� − 5� = 3    ⇒ � = I;   � = 3 + 5I.   5� + 3� = 19; 
 

5� + 9 + 15I = 19;   5� = 10 − 15I;   � = 2 − 3I ⇒ ( ≡ |� = 2 − 3I� = 3 + 5I� = I           .  
 

Un punto y un vector director de la recta ( son KR2, 3, 0) y X�}}}⃗ = R−3, 5, 1). 
 

Un punto y un vector director de la recta + son �R1, 0, 5) y X�}}}⃗ = R−1, 1, 0). 
 

Los vectores X�}}}⃗  y X�}}}⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales 
sus componentes; esto implica que las rectas ( y + se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente: 

 
 Se considera el vector �}}⃗  que tiene como origen el punto K ∈ ( y extremo el 
punto � ∈ +: �}}⃗ = K�}}}}}⃗ = ��}}}}}⃗ − �K}}}}}⃗ = SR1, 0, 5) − R2, 3, 0)T = R−1, −3, 5). 
 
 Según que los vectores 2X�}}}⃗ , X�}}}⃗ , �}}⃗ 5 sean o no coplanarios las rectas ( y + se cortan 
o se cruzan, respectivamente. 
 
 Los vectores 2X�}}}⃗ , X�}}}⃗ , �}}⃗ 5 son coplanarios cuando el rango del determinante que 
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 
 

 �
�� 2X�}}}⃗ , X�}}}⃗ , �}}⃗ 5 ⇒ �−3 5 1−1 1 0−1 −3 5� = −15 + 3 + 1 + 25 = 14 ≠ 0 ⇒ 

 ⇒ �
�� 2X�}}}⃗ , X�}}}⃗ , �}}⃗ 5 = 3 ⇒  X�}}}⃗ , X�}}}⃗ , �}}⃗  �% +%� �%'*
�
(,%+.   
 W
+ (#�-
+ ( � + +# �("�
�. 

 �)  
 El plano � que contiene a ( y es paralelo a + tiene la siguiente expresión general: 
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 �RK; X�}}}⃗ , X�}}}⃗ ) ≡ �� − 2 � − 3 �−3 5 1−1 1 0� = 0; −R� − 3) − 3� + 5� − R� − 2) = 0; 
 −� + 3 + 2� − � + 2 = 0.  
 � ≡ � + � − 2� − 5 = 0. 

 
********** 
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7º) El peso de los recién nacidos, medido en kg, sigue una distribución normal de media � = 2,8 kg y desviación típica �. Se sabe que solo el 20,05 % de ellos pesa más de 3 
kg. 
 
) ¿Cuál es la probabilidad de que un recién nacido mese más de 2,6 kg? 
 �) Calcule la desviación típica de esta distribución normal. 
 �) ¿Cuál es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg? 
Importante: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal. 
 

---------- 
)  �
-%+:  � = 2,8;   < = <R� > 3) = 0,2005. 
 
El gráfico adjunto facilita la comprensión del aparado. 
 
 
 
 
 
La gráfica de la Normal es simétrica con respecto a la media �, por lo cual las 

superficies sombreadas de las figuras ① y ② son iguales. 
 
La gráfica de la Normal expresa la probabilidad �R
) = <R  ≤ 
), por lo cual: 
 < = <R� > 3) = 1 − <R� ≤ 2,6) = 1 − 0,2005 = 0,7995. 

 �)  � → ¢R�;  �) = ¢R2,8;  �).  Tipificando la variable:   = £[�,:¤ . 

 < = <R� > 3) = < L  > [�,:¤ M = < L  > P,�¤ M = 1 − < L  ≤ P,�¤ M = 0,2005;
  < L  ≤ P,�¤ M = 1 − 0,2005 = 0,7995. 

 
Mirando de forma inversa en la tabla ¢R0,1) a 0,7995 le corresponde 0,84: 

 

 
P,�¤ = 0,84 ⇒  � = P,�P,:� = 0,24. 

 �)  < = <R� ≤ 2,9) = < L  ≤ �,;[�,:P,�� M = < L  ≤ P,4P,��M = <R  ≤ 0,42) = 0,6628. 

 
********** 

� 3 2,8 
2,2 2,4 2,6 3,4 3,2 � 3 2,8 

2,2 2,4 2,6 3,4 3,2
① ② 0,2005 0,2005 
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8º) Dos urnas A y B contienen bolas con la siguiente composición: La urna A contiene 
3 bolas blancas, 4 negras y 3 rayadas, la urna B contiene 6 bolas blancas y 4 bolas 
negras. Además, se tiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras 
marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una bola al azar de la urna que 
indique el dado. 
 
) ¿Cuál es la probabilidad de que esa bola sea blanca? 
 �) ¿Cuál es la probabilidad de que esa bola sea rayada? 
 �) Si la bola extraída es blanca, ¿cuál es la probabilidad de que proceda de la urna B? 
 

---------- 
 
 
 
 
)  

 <RK) = �O = 4 ;   <R�) = �O = �. 

 < = <R�*) = <RK → �*) + <R� → �*) = 4 · 4P + � · O4P = 44P + �N = 49�4P =  

 = N4P = 4� = 0,5. 

 �)  

     < = <RK → �
) + <R� → �
) = 4 · 4P + � · P4P = 44P + 0 = 44P = 0,1. 

 �)  

<R�/�*) = �R¦§∩¦)�R¦§) = ql· ©kªkq = q«kq = �N = 0,8.  

 
********** 

 

K � 
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