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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestio-
nes y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Si se

ponde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que h
respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjun
No se podran usar calculadoras gréaficas ni programables.

x+y+z=2

1°) Considere el sistema de ecuaciones lingales ay + a’z = —1  en funcién del
—ax +a’y—a3z=2

parametrazx.

a) Compruebe que el sistema nunca tiene solucion unica.
b) Determine para qué valores el sistema tiene infinitas soluciones.
c) Si es posible, resuélvalo para el valoade 2.

a)

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema tiene solucién Unica cuan
los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e igual al nimero
incognitas, que en este caso es tres.

1 1 1
La matriz de coeficientes#s=| 1 —a a? |, cuyorango es el siguiente:
—a a* -ad
1 1 1
IM|=|1 -a da?|=a*+a?-a®—-a*’—-a*+a®=0>
—a a®* -ad
= Rang M < 3,Va € R. El sistema no puede ser compatible determinado.

Queda comprobado que el sistema nunca tiene solucién Unica.
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b)

1 1 1 2
La matriz ampliada eM' = ( 1 —a a* -1

2

), cuyo rango, en funcion
—a a* -—-a® 2

del valor dex, es el siguiente:

1 1 1 2
M’=<1 —a a? —1>=>RangM’=>{Cl,Cz,C4}=>

—a a* -a® 2
1 1 2
5|1 —-a —-1|=-2a+2ad’+a-2a*’+a’-2=a*’-a-2=0;
—a a* 2
a=21% 1+8=1i\/§:1i3=>a1 =-1,a, = 2.
2 2 2
a=-—1 . ;o of.
Para { Q=2 }:RangM = Rang M’ = 2 <n®incdg.= S.C.I.
El sistema tiene infinitas soluciones paraa = —1 y para a = 2.
c)
xX+y+z=2

Paraa = 2 el sistema resultax —2y +4z = —1

}, equivalente al sistema
—2x+4y—8z=2

+y+z=2 . : : .
x— ;Cy +y4ZZ: _1}, que es compatible indeterminado. HaciendoA:

x—2y=—1—4/1} —x+2y=1_|_4/1}=>3y—3+3/1, y=1+A.

x+y=2—-1 x=2-1-1-2A=>x=1-2A.

Solucion:x =1—-24, y=1+4+41;, z=A1, VAER.
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2°) Considere la matriz = (_1 _3).

1 2

a) Calcule las potencias sucesivisA3, A*, A5 y A®

b) CalculeA4?920,

¢) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

a)

b)

weaa=(0 G DG

e SV X rles N A

—1-A= (—11 —32)

A5=A4-A=—A-A=—A2=(_21 _31)

A*=43-A

A= =-1-(-n=r=1=; ).

A2020 = A6:336+4 — f6:336 . g4 — [46]336 . g4 = [336 . g% = [ . g% = A*

A2020 — A4 — _ A = (_11 —32)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

|A] = |_11 _23| = —-2+3=1% 0= Lamatriz A es invertible.
t _ -1 1 . . £ 2 3
A= (Ty o) Adpdear=(5 7))
2 3
_1 _ AdjdeAt (_1 _1) 1_ (2 3
A ETL T 2 A= (—1 —1)'
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3°) Calcule los siguientes limites:

. L(3+x)-L(3- _
a) lim XBH0-LE=0) b) lim (Vx+1—+x+2).
x—0 2x X—+o00
a)
LB3+x)-L(3—x) _ L3-L3 _ 0 S
lim = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim #*2=% =
x—0 2x 0 0 x—0 2
_l_ _1_ 3—x+3+x 3 3 1
= |im 3% 3% — |j;m 2= = |im = lim = = -
x-0 2 x—0 2 x-02(9-x2) x-509-x%2 9-0%2 3
lim L(3+x)-L(3-x) _ l
x—0 2x 3
b)

lim(\/x+1—\/x+2) = 00 — 0 = Indet. >

X— 00

o i OV (EFTHED) (Vxr1) - (vx+2)” _ lim )
x—+00 VX+i+Vx+2 T x4 VXFIHIFZ  xotoo VEFI+VXAZ
X+1—x-2 -1 -1 -1

= = = =—=O

x—+00 VXx+1+vVx+2 T VxHil+Vx+2 oot 1)

lim (Vx +1—-+vx+2)=0.

X—+00
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4°) a) Calcule la integral indefinidd:= [ L(1 + x?) - dx.

b) Calcule la integral definidd:= folL(l + x2) - dx.

a)

1+x2

_ 2 _ 2x-dx
T i

dx=dv->v=x

. 2
:>x-L(1+x2)—fx-21frjf=x-L(1+x2)—2flix2-dx=

2_ 2
=x LA+x?) -2 [ Cedx=x-LA+x) -2 [T dx+2 [ —

I=fL(A+x*)-dx=x-L(1+x*)—2x+2-arctgx+C.

b)
szolL(1+x2)‘dx=[X'L(1+x2)—2x+2-arctgx]%=

=[1-LA+1>)—2-1+42-arctg1]—[0-L(1+0%)—0+2-arctg0]

=[2-2+4+2-2—-0=12-2+Z%.
4 2

1=f01L(1+x2)-dx=L2—2+§.
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5°) Considere los puntd&5,6,1) y Q(—3,—2,5) y la rectar = f =r—=

a) Determine el punto R de la reatgara el cual el area del triAngulo PQR tiene el

valor de18+/2 unidades cuadradas.
Observacion: Hay dos puntos R que son solucidon del aparjatiasta con encontrar
uno de ellos.

b) Calcule la ecuacion de la rectajue pasa por los puntos P y Q y comprueba que
dicha recta corta perpendicularmente a la recta

a)
x=A
La expresion de por unas ecuaciones parameétricas Es{y =1+41
z=—-1+44

Un punto genérico deesR(4,1 + A, —1 + 41).

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:

QP = 0P — 00 = [(5,6,1) — (-3,-2,5)] = (8,8, —4).

QR=0R—-00=[(L,1+1—-1+41)—(=3,-2,5)]= B +13+1—6+42).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad de
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

L i j k
Sear =5 [0P x QR| =~-|| 8 8 —4 || =18vZ;
341 341 —6+42
i j k
2 2 -1 || =92
341 341 —6+42

= (=12 + 8A)i — (3 + A)j + (6 + 2Dk — (6 + 2Dk + (3 + i + (12 — 8A)j| =

= (=94 9D)i+(9—-9D)j|=9-|(-=1+ i+ (1 -1j| =92;

1+ i+ (1 -Djl =V2 JE1+ D2+ A -D? =V2;
1—214+224+1-221422=2; 22—42=0; 1*=-21=0; A(1—-2)=0>
=>4, =01, =2. Cumplen la condicién pedida los siguientes puntos:

R.(0,1,-1) y R,(2,3,7).




b)
QP = (8,8,—4) > 7; = (2,2,-1).

Considerando, por ejemplo, el pur6—3,—2,5), la expresion de la recta
dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

x+3 _y+2 _ z-5

2 2 -1

S

Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores.
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
v, =(1,1,4).

v =(1,1,4)-(2,2,-1)=2+2—-4=0.

Las rectag y s son perpendiculares.

Para verificar que las rectas se cortan consideramos, por ejemplo, eQvgetor
gue tiene origen en un punto glg extremo en un punto de

QR =0R; —0Q =1(0,1,-1) — (-3,-2,5)] = (3,3,-6).

Para que y s se corten es necesario que los vectefe®, y QR, sean lineal-
mente dependiente (estén en un mismo plano), para lo cual es necesario que se ar
el determinante que forman:

1 1 4
2 2 —-1|=-12+24-3-24+3+12=0.
3 3 -6

Queda comprobado que las rectas r y s se cortan y son perpendiculares.

kkkkkkkkkk



5x+3y =19 _x-1
-1

6°) Considere las rectass { B = Y2
y—5z=3 1 0

a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el &ngulo que form:
En caso de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a g escta
paralelo a la recta

a)

La expresion de la rectadada por unas ecuaciones parametricas es la siguiente:
_(5x+3y =19 o —10.
={y—52=3 Sz=1 y=3+5L 5x + 3y = 19;

x=2-—31
54+9+4+154=19; 5x=10—-154; x=2—-31=>r={y=3+5A.
z=A

Un punto y un vector director de la reetaonA(2,3,0) y v, = (-=3,5,1).

Un punto y un vector director de la restaonB(1,0,5) y v; = (—1,1,0).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectdf que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:wW = AB = OB — 04 = [(1,0,5) — (2,3,0)] = (—-1,-3,5).

Segun que los vectorés,, v, w} sean o no coplanarios las reatass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

-3 5 1
Rang {v,, v, w}=>|-1 1 0[=-154+43+1+25=14%#0=
-1 -3 5

— — —> —_— — — .
= Rang {v,,v;,w} =3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr y s se cruzan.

b)
El planorr que contiene ay es paralelo atiene la siguiente expresion general:



x—2 y—3 z
n(4; v, vs) = -3 5 1/=0; - (y—3)—3z+5z—(x—2) =0;
-1 1 0

—y+3+2z—x+2=0.

n=x+y—2z—5=0.
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7°) El peso de los recién nacidos, medido en kg, sigue una distribucién normal de med
u = 2,8 kg y desviacion tipica. Se sabe que solo el 20,05 % de ellos pesa mas de 3

kg.
a) ¢,Cudl es la probabilidad de que un recién nacido mese mas de 2,6 kg?
b) Calcule la desviacion tipica de esta distribucion normal.

¢) ¢ Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg?
Importante: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.

a)
Datos: u=2,8; P =P(X>3)=0,2005.

El grafico adjunto facilita la comprension del aparado.

2242 2224263 32 34
2224264 2,2 2, ,2{183 2 3,

La grafica de la Normal es simétrica con respecto a la meghar lo cual las
superficies sombreadas de las figuiasy (2) son iguales.

La grafica de la Normal expresa la probabiliddd) = P(Z < a), por lo cual:

P=P(X>3)=1-P(X<26)=1-0,2005 = 0,7995.

b)
X > N o) = N(2,8; o). Tipificando la variablez = 2222,

P=PX>3)=P(z>22)=P(2>2)=1-P(2<%2)=02005;

P (Z < %) —1—0,2005 = 0,7995.

Mirando de forma inversa en la tal&0,1) a 0,7995 le corresponde 0,84:

%=0,84 = g =22 -024.

0,84 _—

P=P(X<29)=P (z < 23;28) =P (Z < %) = P(Z < 0,42) = 0,6628.
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8°) Dos urnas Ay B contienen bolas con la siguiente composicion: La urna A contien
3 bolas blancas, 4 negras y 3 rayadas, la urna B contiene 6 bolas blancas y 4 bol
negras. Ademas, se tiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra Ay 4 ce
marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una bola al azar de la urna c
indique el dado.

a) ¢, Cuédl es la probabilidad de que esa bola sea blanca?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que esa bola sea rayada?

c¢) Sila bola extraida es blanca, ¢ cudl es la probabilidad de que proceda de la urna

a)
2 1 4 2
P(A)=2=2 P(B)=:="2.
1 3 2 6 1 2 1+4
—>2_-1_95
10 2
b)
P=P(A—->Ra)+P(B->Ra)==--—~+2.2=140=L=01.
3 10 3 10 10 10

c) i
P(BINB) 3
P(BI)

P(B/Bl) =

Il
N R
15
Il
NRfeN
Il
Il
(>}
-
o
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