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EXTRAORDINARIA — 2021
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS CC SS Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El examen esta distribuido en tres bloques, cada uno con tres ejercicios. En total :
debe contestar a 4 ejercicios, de dos maneras posibles: o bien se eligen dos bloque
se contesta a 2 de cada uno de ellos, o bien se contesta a dos de un bloque y a un:
cada bloque restante. Para evitar confusiones, se recomienda consignar claramente
la primera pagina de las hojas de respuesta a qué cuatro ejercicios se responden e
examen. Todas las respuestas deben ser debidamente justificadas. Se permite el ust
calculadoras cientificas siempre que no sean ni programables ni graficas, y que no c:
culen integrales.

Blogue 1. Algebra y programacion lineal.

1°) En el dltimo sorteo de la loteria primitiva Juan acertd 4 nimeros. Su padre le pre
gunt6 qué numeros habia acertado. Juan le plante6 el siguiente acertijo para que adi
nase tres de ellos: la suma de los tres nimeros es 73; si al mayor de los tres nimero
quitas 3 unidades, obtienen la suma de los otros dos; el doble del menor de los tr
nameros mas el mayor de ellos es el triple del otro nimero mas 8 unidades.

a) ¢ Cuales eran esos tres numeros?

b) ¢ Cudl es el cuarto numero, si es la mitad de la suma de los dos mayores de los t
nameros anteriores?

a)

Sean los nimerosy,z (x >y > z).
Del enunciado se deduce el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
x+y+z= 73} x+y+z=73

x—3=y+z X—y—2z= 3}. Resolviendo por la regla de Cramer:
2z+x=3y+8) x—3y+2z=8

73 1 1
3 -1 -1
8 -3 2 —146—9-8+8-219-6 —146—-9-219-6 380
X = 11 i1 = = = — = 38.
—2-3-14+1-3-2 —2—-3-3-2 10
1 -1 -1
1 -3 2
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1 73 1
1 3 -1
6+8-73-3+8-146 _ 22-222 _ —200
Y= : —810 == -10 ~ "0 —10 = 20.
1 1 73
1 -1 3
_ —-8-219+3+73+9-8 _ 85-235 _ —150
-10 -10 -10 -10
Los nameros son 38,20 y 15.
b)
38+20
w = =19+ 10 = 29.

El cuarto niumero es el 29.
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2°) Sea A una matriz invertible de orden 2.

AX+Y =1
_ AX -Y =0’
de orden 2 Y es la matriz nula de orden 2).

a) Halla las matriceX e Y que cumplen{ dondel es la matriz identidad

b) En patrticular, calcula las matricEs Y parad = ((1) (1))

a)
AX+Y =1

. A-1.
AX—-Y =0 A7

}:2A¥=hAuX=%J;A4¢LX=%4rLI=

N |-

[-X=2A41x=21.41
2 2

AX+Y =1
—-AX+Y =-0

_ (0 1
4=(1 o
La inversa de A se obtiene por el método de Gauss-Jordan.
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3°) Dibuja la regién del plano formada por los puiiigy) que cumplen las siguientes
inecuaciones0 <y; 0<x<2; x+y<3; x+3y<6. Averigua el valor ma-
Ximo que alcanzan en dicha region las siguientes funciones, y en qué puntos lo alcan
cada unaf(x,y) =7x+5y y g(x,y) = x + 5y.

Las restricciones son las siguientes: g
x+3y£6}. 1 ~Z_x
0<x<2,y=0 0 4 6

La region factible es la que aparece sombreada en la figura adjunta.

Los vértices de la seccidn factible, ademas del origen de coordenadas, son los
siguientes:

x=0
A=>x+y:3}=>A(0,3).

x+y=3)—x—y=-3 3 3L o
Bz}x+3y=6}x+3y:6 }:)23’—3;3’—2;X+2—3, 2x+ 3 =6;

2x = 3; x=§=>BG,%).

2
x=2 x =2
C= x+y:3}=>y—1:>6(2,1). D:yzo}:D(z,o),
Funcionf (x,y) = 7x + 5y. YS'

g A (S S - 7
Los valores de la funcion de objetivosEyaad e

en cada uno de los vértices de la zona facti N2y EEEER
son los siguientes: O T D % & ’

A= f(0,2)=7-0+5-2=0+10 = 10.
3 3 1 1 7 5 12
B=f(33)=7;+5;=5+5=5=6
C=>f(21)=7-2+5-1=14+5=19.
D=f(20)=7-2+5-0=14+0 = 14,

El valor maximo se produce en el puft@, 1).



También se hubiera obtenido el punto C por la pendiente de la funcion de obje
tivos, como puede observarse en la figura.

f(x,y)=7x+5y=0=>y=—§x=>m=—§.

Obtiene el maximo beneficioparax =2ey = 1.

Funciéng(x,y) = x + 5y. g

Q)

Los valores de la funcion de objetivos[:
en cada uno de los vértices de la zona facti
son los siguientes:

A=9g(0,2)=1-0+5-2=0+10 = 10.

3 3 1 1 1 5 6
B=g(3;)=15+5;=3+;=5=3
C=>9(21)=1-2+5-1=24+5=7.
D=g(20)=1-2+5-0=2+0=2.

El valor maximo se produce en el pudt@, 2).

También se hubiera obtenido el punto A por la pendiente de la funcion de obje
tivos, como puede observarse en la figura.

g(x,y)=x+5y=0:>y=—§x=>m=—§.

Obtiene el maximo beneficioparax =0ey = 2.
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Bloque 2. Analisis.

4°) Representa graficamente la funcf@w) = m de forma que se aprecien cla-

ramente su dominio, sus asintotas verticales y horizontales, sus cortes con los ejes, :
intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos relativos.

Por ser una funcioén racional su dominio en el conjunto de los nimeros reales
excepto los valores reales xlgue anulan el denominador.

x2+2x+1=0; (x+1)?2?=0=>x=-1.

D(f) >R —{—-1}.

Asintotas horizontales: son de la forma k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

x2-2x
oox2+2 +1

k = hm flx) = 11 = 1= Larectay = 1 es asintota horizontal.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgie hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x°+2x+1=0=x=—-1= Larectax = —1 es asintota vertical.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

2
Cortes eje OX(x) =0 = ﬁ—o; x>?—=2x=0; x(x—2)=0=>
x; =0 - 0(0,0) -
:>x2=2—>A(2,0) EjeOYf(O)_m_—=O$O(0,0)

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

2_ -
f(x)— x=2x __ x(x-2)

T ox242x+1 (x+1)2°

(2x-2)-(x+1)%=x(x=2)-[2-(x+1)-1] _ (2x-2)-(x+1)-2x(x-2) _
(x+1)* N (x+1)3 N

flx) =

_2x242x—2x-2-2x%+4x £1(x) = 4x—2
(x+1)3 T (x+1)3



4x—2
(x+1)3

ffx)=0= =0; 4x—-2=0; 2x—1:()=>x:%_

Teniendo en cuenta el dominio de la funcior

; 4x — 2
de la observacion del esquema adjunto se deduce (4 1)?
periodos de crecimiento y decrecimiento de la fi
cion, que son los siguientes: f'(x)

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—o0,—1) U G, +00).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe (—1,%).

La condicidn necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo, maxime
0 minimo, es que se anule su primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negati\
de un maximo.

4-(x+1)3-(4x-2)[3-(x+1)%-1] _ 4-(x+1)-3-(4x—2) _ 4x+4-12x+6 _ 10-8x
(x+1)6 - (x+1)* T (+D* (x4

£ =

(e 2. 5_4.1
= f"(x) = Z(iilif). '3 = ((lﬂ)f) = (36)4 > 0 = Min.relativo para x = %
2 2

f(l) = %(%_2) = - = _—% = —2 = Minimo: B (l —l)
2 ) :

ZOCO RO o

La representacion grafica, aproximada, de la funcioén es la siguiente:
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5°) Considera la funciéfi(x) = x3 — 3x.
a) Halla sus extremos relativos.

b) ¢Cuanto valg’(1)? ¢Cudl es la recta tangente a la cyreaf(x) en el punto

P[L f(D]?

¢) ¢En qué otro punt@[t, f(t)] corta dicha recta a la grafica fie
Nota: si ha has sabido responder al apartadaen ¢) debes resolver la ecuacion

f&x) = fQ).
a)

Por serf (—x) = —f(x) la funcion es simétrica con respecto al origen.
f'(x) = 3x? - 3.

flf(x)=0=>3x*-3=0; 3(x*-1)=0=>x =—-1,x, = 1.

f"(-1) =6-(—1) = —6 < 0 = Maximo relativo para x = —1.

F(-1D) =(-13=3-(-1) =-1+3 =2 Max.-> A(-1,2).

Por simetria con respecto al origéfin. » B(1,—2).

b)
f/1)=3-12-3=3-3=0=f'(1) = 0.

La pendiente de la tangente de la gréafica de una funcién en un punto es el val

de la derivada en ese punto.
m=f'(1) = 0.
fH)=13-3-1=1-3=-2.

El punto de tangencia &§1, —2).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la

formulay — y, = m(x — x,), que aplicada al pun#®(1, —2) conm = 0 es:
y+2=0-(x—1)=0.

Larecta tangenteest =y + 2 = 0.

c)

Los puntos de corte de la funciftx) = x3 — 3x y la rectay + 2 = 0 tienen



por abscisas las raices de la ecuacidon que resulta de la igualacion de sus expresion

f(x)=y=>x3-3x=-2; x3—-3x+ 2= 0. Resolviendo por Ruffini:

1 0 -3 2
Los puntos de corte se producen para los valg- 1 1 —2
resx=1yx = —2. 1 1 —2 0
1 1 2 L]
El punto de tangencia hallado”d, -2) yel _, ! _22 0]
otro punto pedido es el siguiente: 1 il

Q(—2,-2).
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6°) Haz un dibujo de la grafica de la funciffx) = (x — 1)(x — 4), sefalando, si
existen, sus maximos y minimos. Calcula el area de la region del plano limitada por |
gréficay larecty = 10.

La funcionf(x) = (x — 1)(x — 4) es una parabola de expresjiix) = x2 —
5x + 4 es una parabola conveia), por ser positivo el coeficiente até, que corta al
eje X en los puntod(1,0) y B(4,0) y cuyo vértice es el siguiente:

flE)=2x-5=f(x)=0=x=". Yﬂlz
C
10=G-16-9=3()=-1
~v(-)

Los puntos de corte de la funcigix) y la recta
y = 10 tienen como abscisas las raices de la ecuaC|or‘rq
resulta de la igualacion de sus expresiones:

fx)=y=>x2—-5x+4 =10; x2—-5x—6=0; =~

_ 5+V25+24 _ 5+7 N {xl =—-1-CC(-1,10)
2 T 2 x, =6 - D(6,10)

La representacion grafica de la situacion se expresa, de forma aproximada, en
figura adjunta.

Para el calculo del area pedida se tiene en cuenta que en el intervalo correspc
diente a la superficie a calcular todas las ordenadfiédeson iguales o menores que
las correspondientes ordenadas de la neetal 0, por lo cual la superficie es la si-
guiente:

§=J°y—f0]-dx = [°[10 - (x? - 5x + 4)] - dx =

6 x3  5x2 6
= [, (=x*+5x+6)-dx = [_?+T+ 6x]_1 =

= (_6?3+T+ 6-6) — [— (_;)3 + 5'(;1)2 + 6-(—1)] =

= _724904+36—2—216=60-1_2=238072715 ¢ 33 25571742
3 2 3 2 6 6
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Bloque 3. Estadistica y probabilidad.

7°) Hace un siglo, en cierto pais el porcentaje de hombres y mujeres entre la poblaci
adulta era en ambos casos del 50 %. El porcentaje de fumadores entre los hombres
del 60 %, mientras que Unicamente fumaba la décima parte de las mujeres.

a) ¢ Cual era el porcentaje de personas fumadoras entre la poblacion adulta de ese p:
b) Entre las personas fumadoras, ¢,cual era el porcentaje de mujeres?
c¢) El abuelo Joaquin decia que una persona era “como Dios manda” si 0 bien era hot

bre o fumaba o bien era mujer y no fumaba. ¢ Qué porcentaje de personas adultas e
como Dios manda, segun el abuelo Joaquin?

Hombres (H)
-p=05-04=0,20

Mujeres (M) -»p=05-01=0,05

>p=05-09 =045

a)
P=P(F)=P(HNF)+P(MNF)=P(H)-P(F/H)+P(M)-P(F/M) =

=0,50-0,60+0,50-0,10 =0,30 + 0,05 = 0,35.

b)
P(MNF) _ P(M)-P(F/M) _ 0,50-0,10 _ 0,05
P(F) P(F) 035 035

P=P(M/F) = = 0,1428 = 14,28 %.

c)
P=P(HNF)+P(MnF)=P(H) P(F/H) + P(M) - P(F/M) =

=0,50-0,60+0,50-0,90=0,30+0,45=0,75 =75 %.
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8°) Los ingresos mensuales por ventas de un establecimiento siguen una distribucit
normal, con una desviacién tipica de 900 euros. Con los datos de los ultimos 9 mes
han calculado, como intervalo de confianza para la media mensual de ingresos, el i
tervalo comprendido entre 4.663 y 5.839 euros.

a) ¢,Cudl fue el promedio de los ingresos en esos nueve meses?
b) ¢ Con qué nivel de confianza se ha obtenido el intervalo?

c¢) Si con el mismo nivel de confianza el intervalo hubiera sido el comprendido entre
4.957 y 5.545, ¢ cuantos meses habrian formado la muestra?

a)
— _ 5.839+4.663 _ 10.502
X = . =— = 5.251.

El promedio de los ingresos mensuales de los 9 meses fue de 5.251 euros.

b)
E = 5.839-4.663 — 1.1276 — 588,

2

Datos: 0 =900; n=9; E = 588.

. o EA/n 588:v9 1.764
— — D = = =
SiendoE za N Za - 500 500

= 1,96.
Mirando en la tabl&/(0,1) a 1,96 le corresponde 0,9750:
1 —§= 0,9750; 2 —a =1,9500 = 1 — a = 0,95.

El intervalo se ha obtenido con un nivel del confianza del 95 %.

E = 55452;4957 - 52—8 = 294. Datos: o = 900; E = 294; z« = 1,96.

Siendok =z % = Vi =ze-7 mn=(ze-9) = (1,96-22)" =

= (1,96 - 3,0612)% = 62 = 36.

El tamafio minimo de la muestra tiene que ser de 36 meses
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99 Un estudio de la OCDE de 2.009 establecid que la estatura media de los adult
varones en Espafia era de 174 cm, con una desviacion tipica de 8 cm. Asumiremos ¢
la distribucién era normal. ¢ Cual era la probabilidad de que un hombre adulto espaf
midiera mas de 190 cm? Responde utilizando la tabla de la distribucion normal estét
dar. Entre los hombres holandeses, que eran los mas altos segun aquel estudio, la |
babilidad de medir mas de 190 cm (suponiendo también una desviacion tipica de 8 ¢
y una distribucién normal) era 0,15866. ¢ Cual era la estatura media de los hombre
holandeses?

Datos: u=174; o = 8.

X > N(u; o) = N(174,8). Tipificando la variableZ = ==,

190-174
8

P=P(X>190)=P(Z> )=P(Z>§)=P(Z>2)=

=[1-P(Z<2)]=1-09772 = 0,0228.

190—pu
8

P(X > 190) = 0,15866 = P (Z > ) = 0,15866;

190—pu
8

1-P(z<2%) =0,15866; 1-0,15866 = P(Z < *2);

8

0,84144 = P (Z < 19‘;‘“).

Mirando de forma inversa en la taliN#0,1) a 0,84144 le corresponde, aproxi-
madamente, 1,00:

190—u

=1; 190—pu=8; u=190—8 = 182.

La estatura media de los hombres holandeses era de 182 cm.
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