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MATEMATICAS CC SS Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El examen esta distribuido en tres bloques, cada uno con tres ejercicios. En total :
debe contestar a 4 ejercicios, de dos maneras posibles: o bien se eligen dos bloque
se contesta a 2 de cada uno de ellos, o bien se contesta a dos de un bloque y a un:
cada bloque restante. Para evitar confusiones, se recomienda consignar claramente
la primera pagina de las hojas de respuesta a qué cuatro ejercicios se responden e
examen. Todas las respuestas deben ser debidamente justificadas. Se permite el ust
calculadoras cientificas siempre que no sean ni programables ni graficas, y que no c:

culen integrales.

Bloque 1. Algebra y programacion lineal.

x+ay=1
1°) Discute el sistema de ecuaciones Iine{aﬂes— ay + 2az = 5, en funcion del pa-
x+3y—z=0

rametroa. Resuelve el sistemasi= 1.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 a 0 1 a 0 1

M = (2 —a 2a> yM' = <2 —a 2a 5>.
1 3 -1 1 3 -1 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedsoel siguiente:

1 a 0
IM| =12 —-a 2a|l=a+2a?—-6a+2a=0; 2a®—3a = 0;
1 3 -1

a(2a—3)=0:>a1=0,a2=§.

a+0 P
Para {a;t 3/2}:>RangM—RangM =3 =n?incog.=> S.C.D.
1 0 0 1
Paraa=0=>M’=<2 0 O 5>=>{CZ=—SC3}=>RangM’=>
1 3 -1 0
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1 0 1
2 0 5
1 3 0

= {C,,C,, Cu} = =3-15=—-12 0= Rang M’ = 3.

Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

1 2 0 1
Para a = % => M = (2 2 3 5). A efectos de rango la matrid’ es
1 3 -1 0

2 3 0 2
equivalente alamatri?’”’ =2 - M' = <4 -3 6 10).
2 6 =2 0
2 3 0 2 L 2 3 0 2
Rang M" = <4 3 6 10) = {F3 N E1«"3} = (4 3 6 10) =
2 6 =2 0 1 3 -1 0
=>4 -3 6 10 :>{F —F—ZF}: 0 —-15 10 10 |=
2 3 0 2 3003 ! 0 -3 2 2

1 3 -1 0
=>{F2—>§F3}=><0 -3 2 2):{F2=F3}=>RangM”=Ran9M’=2-
0 -3 2 2

Para a =%=>RangM = Rang M' =2 <n%incbdg.= S.C.I.

x+y=1
Paraa = 1; el sistema result{ﬁx —y + 2z =15, que es compatible determi-
x+3y—z=0
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:
1 1 0 11 O
Ny 2 1-6+5 0 25 2 5+2+2 1
- -6+ - —5+2+ -
2:12-3-1 -1 -1 -1 -1 -1
1 1 1
2 b 6+5+1-15 3
+5+1— -
7 = 1 3 0 = = — = 3
-1 -1 -1

Solucion:x =0; y=1; z=3.
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2°) Consideramos la ecuacion matrickd:— X = 21, dondel es la matriz identidad.

a b

a) ¢ Qué matrices de la fornXa= (0 1

) cumplen la ecuacion?

b) ¢ Se puede expresar en general la diferéffcia X como producto de matrices?

c) Si X es una matriz cuadrada de ordeque cumple la ecuacion, ¢ cuél es su rango?

vex=aax=( L= L)@ -G B

a)

(a2 ab—b)_(a b):y; (az—a ab—Zb):(Z 0)=> az—a=2};

0 1 0 -1 0 2 0 2 ab—2b =0
a(a—1) = 2} _
b(a—2) =0 =>a=2yVb€ER.
i . (2 b
Cumplen la ecuacidn las matrices de la forma X = (0 _1) ,Vb ER.
b)
X2—-X=2I, X-(X-1) =2l
. . (2 b
Puede hacerse, siempre que las matrices X sean X = (0 _1) ,Vb € R.

c)
X2—X=2I X-(X=1) =2I; %-X-(X—I)=I; X-E-(X—I)]=I=>

1 - . . .
= (X — 1) = X~1. Como existe la inversa dees, necesariamenie| = 0, por lo
cual, su rango coincide con la dimension de la matriz

Rang X = n.
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3°) En el proceso de fabricacion de cierta pintura se mezcla una cgndidkedpolvo
sintético con una cantiddg) de polvo de un mineral. Se imponen las siguientes res-
tricciones:

x + 2y < 6 = (para no rebasar un nivel de toxicidad en el proceso).

5x + 4y < 20 = (para mantener la gama de color adecuada).

y < x = (para que la viscosidad no sea excesiva).

a) Dibuja en el plano la region factible de cantidades que cumplen las restriccio-
nes.

b) ¢ Cual es la maxima cantidad de polvo de mineral que podemos usar?

¢) ¢ Cuél es la cantidad maxima posible de pbtvé y) que permiten las restricciones
y cuanto incluye de cada tipo?

a)
x+2y<6
. ... 5 4y <20
Las condiciones del ejercicio SOn- Ty = :
y<Xx
x=25y=>0
D =x+2y<6=y<2%=0(0,0) - Si. ol
@ = 5x+4y <20 >y <=5 0(0,0) - Si. LR
B =y=x=P(2,0) - Si. X0 6
y | 0] 6
La region factible es la que aparece sombreada enlall/
figura adjunta. .

Los vértices de la seccidn factible, ademas del orig
de coordenadas, son los siguientes:

y=x e =
A=>x+2y:6}=>3x—6,x—2=>A(2,2).
B o x+2y=6}—2x—4y=—12}
S5x +4y =20) 5x+4y =20

8 8 5 8 5
3x=8 x=5; 24+2y=6 8+6y=18 3y=5 y=-=B(5,3)
y=0

C= 5y 44y =20

}=>5x=20; x=4=C(4,0).

b)
La funcion de objetivosi(x,y) = x + y.



Los valores de la funcién de objetivos en cada vértice son los siguientes:

A= F(2,2)=2+2=4.

8 5 8 5 13
B=f(53)=5+3=7=433
C=f(4,0)=4+0=4.

o 8 5
El valor maximo se produce en el puBtég,g).

También se hubiera obtenido el punto B por la pendiente de la funcién de obje
tivos, como puede observarse en la figura.

f(x,y)=x+y=0:>y:—%x=>m=—%.

De la observacion de la figura se deduce que el mayor vajo(mgvo de mi-
neral) se produce en el pum@z, 2), por lo cual:

La mayor cantidad de polvo de mineral que se puede usar es de 2 unidades.

c)

La mayor canatidad de polvo que se puede usar es de 13/3 unidades.

La proporcién de polvos sintético y mineral usado es 8 y 5, respectivamente.
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Bloque 2. Analisis.

x(x+b)
x2-1"

4°) Nos preguntamos por las propiedades de una funcion de lafforina

a) ¢ Para qué valores #lesu gréfica tiene una sola asintota vertical?

b) Estudia la existencia de extremos relativog@e sib = —2.

a)

Las propiedades generales de las funciones racionales son las siguientes:

1.--- Su dominio de definicidon son los numeros reales, excepto los valores reales de
gue anulan el denominador.

2.--- Tiene asintotas horizontales cuando el grado del denominador es mayor que
grado del numerador.

3.--- Tiene asintotas oblicuas cuando el grado del numerador es una unidad mayor g
el grado del denominador.

Las asintotas verticales son los valores finitag dee anulan el denominador.
x?2—1=0>x;, = —1,x, = 1.
En principio, las rectas = —1 y x = 1 serian asintotas verticales, pero nos di-

cen quef (x) debe tener una sola asintota vertical, por lo cual tiene que poder simpli-
ficarse la funcién, de la forma siguiente:

_ x(x+b) _ x(x+b) _
f) = =Ginep 2 b="10b

f(x) tiene una sola asintota verticas parab = —1 opara b = 1.

b)
x(x—2) _ x%-2x
x2-1  x2-1"

Parab = -2 = f(x) =

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto.

f’(x) _ (2x-2)(x%-1)-x(x-2)-2x _ 2x3-2x-2x2+42-2x3+4x? _ 2x%?-2x+2 _ 2(x*-x+1)
- (x2-1)2 B (x2-1)2 N N

, . 2(x%-x+1) _ 2 _ A, _ 1+/1-4
f(x)—0=>—(x2_1)2—0,x x+1=0;, x= . >Sx¢R>




=>x?—-x+1>0Vx€R.

Para b = —2 la funcion f(x) no tiene extremos relativos.
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59 Queremos definir una funcién por trozos, de forma que quede definida en el intel
3—2x si x€[-2,a)

valo[—2,2] seginf(x) ={x +4 st x € la,b) | calcula los valores dey b ne-
; si x € [b, 2]
cesarios para quésea continua, y representa la funcion graficamente.

La funcidénf(x) es continua en su dominio, excepto paraa y x = b, cuya
continuidad es dudosa y se van a determinar los valores realgsbdeara que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

lim f(x) =1lim(3 —2x) =3 —2a
a x—a

Parax—aﬁ{lim f(x)=lim(x+4)=a+4=f(a) -
xoat x-a

= lim f(x) = lim f(x)=f(a) >3-2a=a+4; 3a=-1=a=—-.
x—a~ x—-at 3

lim f(x) =lim(x+4)=b+4
x—b~ xX—b

Parax:bz{_ - -
Jim f00) = lim > =3 =)

= lim f(x) = lim f(x)=f(b)=>b+4=2; b>+4b—5 = 0;
x—b~ x—bt b

b= —4+y16+20 _ —44y36 _ —446
2

. - =-2+3=>b =-5¢D(f) >b=1.

L4 - I . 1
La funcion f(x) es continua en su dominio para a = — 3 b=1.

(3—2x Sl x € [—2,—;)
La funcion resultg (x) = ! x+4 si x€ [—% 1)

5
= si x € [1,2]

Para la representacion grafica de la funcién se tiene en cuenta que en el interva
1 ./ .
[—2, —5) la funcion es un segmento de extremqgsB, siendo:

A= f(=2)=3-2-(-2)=3+4=7=A(-2,7).

B=f()=3-2-(-3)=3+>=2>B(-35)

3 3 3’ 3



En el intervalc{—g, 1) la funcién es un segmento de
extremosB y C, siendo: 4

C=>f1)=14+4=5=C(1,5).

En el intervald[1, 2] la funcién es una rama hiper-
bolica de extremos los punt6sy D, siendo:

D=f(2)=>=D (zg)

La representacion grafica, aproximada, es la que_in-
dica la figura adjunta. -2 -1.0
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6°) Calcula el area de la region sombreada de la figura.

Ylk

Y =1-() =1-33

Considerando que la pardbgla= 1 — x% es simétrica con respecto al eje de
ordenadas por sg—x) = y(x) y de la observacién de la figura se deduce la superfi-
cie a calcular, que es la siguiente:
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Bloque 3. Estadistica y probabilidad.

7°) Jorge y Laura juegan con dados. Los dados son equilibrados y, como es habitu
las caras estan numeradas del 1 al 6. Jorge echa un dado, y a continuacién Laura e
otro. Laura gana si la diferencia entre los dos resultados obtenidos es (en valor abs
luto) mayor que 1.

a) ¢,Cuédl es la probabilidad de ganar de Laura?

b) Si han jugado y ha ganado Laura, ¢ cual es la probabilidad de que Jorge haya sac:
un 67?

a)

(11,12, 13,14, 15, 16y
21,22,23,24,25,26
31,32,33,34,35,36
41,42,43,44,45,46
51,52,53,54,55,56
\61, 62,63, 64, 65,66)
casos favorables a que gane Laura.

El espacio muestral &s= { +, donde aparecen subrayados los

Aplicando el concepto basico de probabilidad, es decir, la regla de Laplace:

p= casos favorables — 2 >p= g — 0,5556.

casos posibles 36

b)

Repitiendo el proceso seguido en el apartado anterior, se trata de aplicar la reg
de Laplace de nuevo, donde los casos posibles son los 20 casos en que gana Laul
los casos favorables son los que la segunda cifra es un 6:

(11,12,13,14,15,16
21,22,23,24,25/26)
31,32,33,34,35,36)

E=1\41,42 43 44,4526
51,52,53,54,55,56
\61, 62, 63, 64, 65, 66
p = casosfavm.‘ables _ i >p= l _ 0,2.
casos posibles 20 5
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8°) Una bodega de Rioja elabora vinos blancos, de crianza y reservas de gran calidz
Su produccién consiste en un 35 % de vino blanco, un 40 % de vino de crianza y un Z
% de reservas. Aunque tiene mucho cuidado en la seleccion de los corchos, la prok
bilidad de que alguna botella se estropee por razén de un corcho inadecuado es de
% para el vino blanco, 4 % para el vino de crianza y 2 % para el vino de reserva.

a) Se elige una botella de la bodega al azar, ¢,cual es la probabilidad de que el vino e
estropeado?

b) Hemos elegido una botella de vino tinto al azar (crianza o reserva), ¢,cual es la pr
babilidad de que el vino NO esté estropeado?

E —p=040-0,04 = 0,0160
040 . 5o
c 0,9€
\E\A — p =040 - 0,96 = 0,3840

-p=20,25-0,02=0,0050

E & —p=025-098=0,2450

a)
P=P(E)=P(BNE)+P(CNE)+P(RNE) =

= P(B) - P(E/B) + P(C) - P(E/C) + P(R) - P(E/R) =
=0,35- 0,05+ 0,40 - 0,04 + 0,25 - 0,02 = 0,0175 + 0,0160 + 0,0050 =

= 0,0385.

b)

(T __ P[En(cnR)|] _ P(cnE)+P(RNE) _ P(C)-P(E/C)+P(R)-P(E/R) _
P= P(E/C u R) " P(CUR) P(CUR) o P(CUR) -

__0,40-0,96+0,25-098 _ 0,3840+0,2450 __ 0,6290

= = = = 0,9677.

0,40+0,25 0,65 0,65
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99 Una maquina produce bolas de billar, y sabemos que su peso sigue una distribuci
normal con una desviacion tipica de 20 gr.

a) Si el peso medio de las bolas fuese 165 gr, ¢ cudl seria la probabilidad de que el pe
medio de 100 bolas supere los 168 gr?

b) El promedio en una muestra de 100 bolas es de 165 gr. Determina un intervalo cc
el 90 % de confianza para la media del peso de las bolas que produce la maquina.

a)
Datos: p=165; n =100 = o = 20.

)_(—>N(y,\/_) (165 ) N(165,2).

X-165

Tipificando la variableZ =

168—-165

P=P(X>168)=P (2> =p(2>3) =Pz >15) =

=1-P(Z<15)=1-0,9332=0,0668.

b)
Para un nivel de confianza del 95 % es:

1-a=095 > a=1-095=0,05 > za = 75055 = 1,96.
(1—0,025 = 0,9750 — z = 1,96).

Datos:n = 100; x = 165; o = 20; za = 1,96.

La formula que nos da el intervalo de confianza pedido en funcigyoden,

iqui Y —za L ¥4 za 2
es Ia&gwente(x Za - 7= X+ za \/ﬁ).

(165—196 v— 165 + 1,96 - ﬁ);

(165 — 1,96 - 2; 165 + 1,96 - 2); (165 — 3,92; 165 + 3,92).

I.C.g50, = (161,08; 167,92).
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