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MATEMATICAS lI

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programabl
gréficas.

OPCION A

0O 1 x
1°) Determinar para qué valores de x tiene inversa la matriz x

0 x|y hallarla

-Xx 0 X
en funcién de x.

0O 1 x
|A|: X 0 X[=z=X¥-X¥=-2¢=0=x=0
-xXx 0 X
Aes inversible OxO R- {0}
0 109 |10
0 x —x X X X X X
X =X 0 -X 0 X
A=l10 0|; Adj(A)=|- - .
X X X X X X
% Tk X =X _O - X 0 x
0O O 1 O 10
0 -x Xx 0 3 —%
=|-2x x* x| = A'=|1 -1 -1
0 -x =X 0 & =
*kkkkkkkkk
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. Determinar un vector

L : x-1 z+3
2°) La ecuacion continua de una rectar%T :Ey 1
director, las ecuaciones paramétricas de la recta r y un punto de ella cuya primera c
denada sea 7.

Un vector director de la recta r @s=(3 2, 1).

y

Haciendox—_1 = 2+3
3 2

=k se obtienen las ecuaciones paramétricas de r, qt
son las siguientes:

x=1+3k
r=sy=2k

z=-3+k

Dando a k valores reales se obtienen puntos de r. Si nos piden que la prin
componente sea 7, tiene que ser:

+ &=7;;%=6;k=2= P(7,4-1)
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39) Calcular el rectangulo de area maxima inscrito en una circunferencia de radio r >

La superficie del rectdnguloes: S=a- b (*)

Del triAngulo rectangulo punteado de la figura se dedu
ce, aplicando el teorema de Pitagoras que:

(2rf =a+b? = b=+4r2-a’

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de b, quda:

S=a-b=a-J4r’-a? =/4r2a’-a*.

Para que la superficie sea maxima es necesario que su derivada sea cero:

a, =0
8r’a—-4a®
S'= = 0= 8rfa-4a’=0:: 4al2r?-a?)=0 = la, =r/2
2\/4r%a®* -a* ( ) ;
a,=-r2

Como es l4gico, la tnica solucién del problemaes /2, con lo cual el valor
de b es:

b=+var?-a?=+4?-2x2=yJ2r2=rJ/2=b=a

La solucién es un cuadrado cuyo lado es el obtenido para a o b.
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. lim
4°) Determinar el valor de a para el cuai (Zx— VAX +ax+ 1) =1.

X —» oo

i
m (2x—\/4x2 +aX+1):oo—oo:> Ind. =

X —» =00
(multiplicando y dividiendo por la conjugada de la expresion)

lim (2)(—\/ 4% + ax+ 12x++/ 4% +ax+1) lim (2%’ —(\/4x2 +ax+1)2 _

= = =
X — too 2X++4x +ax+1 X —» 10 9x+4xX +ax+1
_lim 4x —(4x +ax+1)_ lim  4¥ -4x¥ -ax-1 _ Iim —ax-1

X - 40 2yt J4x* +ax+1 X - T 2x+Ja4x* +ax+1 X - 10 2x+4/4x° +ax+1

(dividiendo numerador y denominador por a, resulta lo siguiente)

-—ax-1 a 1
lim ( lim lim Sany
2X—/ 4X +ax+1): X = X -
X — +oo X = +90 2x+ 44X +ax+l X = 49 2x J4x +ax+l
X X X

1 .t
i X -—a+0 _-a
+

_lim —amy _lim <
X — +o0 2 X — +o0 ++ 4+ 0+ 4
2+ [4X +?x+1 o4 /4 §+i2 2+~ 4+0+0
X X X
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59 Dos vértices consecutivos de un paralelogramo/A@nL1) y B (0,2 0). El centro
del paralelogramo e9(0,0,1). Se pide:
a ) Las coordenadas de los otros dos vértices.

b ) La ecuacion del plano que contiene al paralelogramo.
c ) El area del paralelogramo.

Para una mejor comprension del ejercicio, realizamos un diagrama aproxims
de la situacion.

a)

"AO=Z 0C = O-'A=C-0 ';{ 0,0)-(113=(x,y,2)-(0,0,) ;;

X=-1
(-1-10=(xyz-1) = Jy=-1 = Cc(-1-11)
z=1

BO=0D = 0O-B=D-0 ';{ 0,0)-(020=(x,y,2)-(0,0,1) ;;
x=0
(0-20=(x vy z-1) = {y=-2 = D(0,-22)
z2=2 -
b)
Dos vectores directores del plamo pedido, son: u= AB y v = AD y punto
puede ser cualquiera de los extremos del paralelogramo, por ejemplo, A(1, 1, 1).

u=AB=B-A=(020-(119=(-12-1)=u

v=AD=D-A=(0r 22-(119=(-2,-31)=v

x-1 y-1 z-1
n(A- u, V)s -1 1 -1[=0;
-1 -3 1

(e 1 (v b g2 3 (2= 9= dx- 9+ (v-D)=05;

- X+ 2 Y- X 4- 40 ;- 22X+ 2y+4z-4=0;;, m= x-y-22+2=0




c)
El area del paralelogramo puede obtenerse de diversas formas. Vamos a utiliz

siguiente: Area=| u DV‘, siendou y v los vectores que determinan las dimensiones
del paralelogramo.

D

A

| j k
Area=|uDv|=||-1 1 -1f|=[i+j+&+k -3 +][=[-2+2j+4k|=

-1 -3 1

=J(- B+ 2+ 4=V 4 & 1624/ 24= 2/6 (! 0490 ¥ = Area
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6°) Considerar la integral:= | COSX) - dX.
(senx

a ) Calcularla realizando el cambio de variable sen x =t.
b ) Calcular la misma integral, pero haciendo el cambio de variable tag x =t.

c ) Se obtiene el mismo resultado? Justificar la respuesta.

senx =t
| =[220 dx= j— dt——+c— L ve=— 1 4c
( cos x- dx=dt -2t 2serf x

b)
Antes de realizar el cambio de tag x = t, veamos como se obtienen las distir
expresiones que se utilizan.

tagx=t ;; SenX:t = cos’ x+ sert X - dx dt;;(1+ tag >) dx=dt = dx= dt2
COSX cos X 1+t
seh x+ cos x=1;; tag’ x+1= 1 :>cos"x:; = COSX= !
cos X tag’ x+1 N1+1t2

N _ 1 _1+t*-1 ¢ _
sehx cos x= 1;;serfx=kcosx=1-——= = —— = Senx= ——

Segun las féormulas de cambio anteriores:

tagx=t;; dx—i -
COS X K 1+t2 V1+t? dt
= - dx=> =1 =] 31412
(senx) senx =" ;; COSX = ! t o
V1+t? Vi+t? Ji+t?
1
> -2
:J' \ll‘gt _ dt2 — d_stzt_+C:—i2+C:—#+C:|
i 1+t 2 -2 2t 2- serf x

(1+12) V1+t2
C)

Como puede observarse, se obtienen el mismo resultado. La justificacion dt
respuesta esta implicita en el proceso de obtencion de la integral, en ambos casos.
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OPCION B

0O 1 x
1°) Determinar para qué valores de x tiene inversa la matriz x 0 x| y hallarla
-x 0 X

en funcion de x.

e . _— + .
2°) La ecuacion continua de una rectar&sx?l:—g:ZT?’. Determinar un vector

director, las ecuaciones paramétricas de la recta r y un punto de ella cuya primera «
denada sea 7.

39) Calcular el rectangulo de area maxima inscrito en una circunferencia de radio r >

: lim
4°) Determinar el valor de a para el cuai . (2x— VAX +ax+ 1): 1.
X — +oo

(Los cuatro primeros ejercicios son los mismos que los de la opcion A)
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59) Estudiar, segun los valores de m, y resolver cuando sea posible el sistema

y+z=1
(Mm-1) x+ y+ z=m
x+ (m-1)y-z=0

0 1 1 0 1 1 1
M=m-1 1 1 ;; M=m-1 1 1 m
1 m-1 -1 1 m-1-10

0 1 1 m =1
IM|=/m-1 1 1|=(m- :)2+1—1+(m—]):(m—])(m—1+1):n‘(m—l):O:>{—
1 m-1 -1 L

m=z1
Para {m 4 O} — RangdV= RangoM '=3=nC incégnitas = Compatible determinado

Para m=1 el rangc de M' es:
011

M'={C,C, C,}=|0 1 0/=-1#0 = Rango=3
100



Param=1 = RangoM# RangoM' = Incompatilte

Para m=0 el rangc de M' es:

0 1 1
M={c,cC,c}=1|-1 1 0/=1-1=0
1 -10
0 1 1
M'= {C,C, C}=|-1 1 0/=1-1=0 }= RangoM'=2
1 -10
1 11
M={C,C,C}=|1 1 0/=-1+1=0
-1 -10

Param=0 = RangoM=RangoM'=2<n = Compatibleindeterminado

Vamos a resolver ahora los casos en que es compatible:

m#1 :
Para{mi 0}: Aplicando la Regla de Cramer:

1 1 1
m 1 1
_10 m-1 -4 -1+ n{m~D)-(m-D+m_-1+ M- m-m+l+m_n(m-1) _ _
X= = = = =1=x
m(m-1) m(m-1) m(m-1) mm-1) =—
0 1 1
m-1 m 1
11 0 -3 1-m+m-1_ O _0=
Y= m(m-1) mm-1)  m(m-1) bl
0 1 1
m-1 1
|1 m-10 _(m-2*+m-1_ nf-2m+1+m-1_n{m-1) _, _
zZ= = = = =1=2z
m(m-1) m(m-1) m(m-1) mm-1) =—
y+z=1
Para m = 0 resulta el sistemax+ y+z=0;.
Xx-y-z=0

Observemos que las dos ultimas filas son iguales, por lo tanto:

y+z=1
Xx-y-z=0



Parametrizando z, resultaz= k ;; y=1-k ;; x=1
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6°) a) Representar graficamente la cuprax-e”.

b ) Hallar el area del recinto limitado por la curya x-€*, el eje OX y la recta paralela
al eje OY que pasa por el punto donde la curva tiene un minimo relativo.

El dominio de definicion esD( f)= R

Para x =0, y = 0. La funcidén pasa por el origen de coordenadas.

Vamos a estudiar las asintotas horizontales (verticales no tiene) cuasneo x

lim
(x- ex): -0 - @ " = —i; =-2 5 ind. = (Aplicando L' Hopital) =
X — —00 e (o8]
lim lim :
= )_(XZ 1_X= lm=—iw20:> =0 (Eje X)
X > —oe X > —00o—¢g" -—-¢@ e —

Crecimiento y decrecimiento: maximos y minimos:

1 &+ x é=e(l+x)=y

x>-1- y'>0= Creciente (-1, »)

y=0= 1+x=0;; x=-1=
x<-1- y'<0= Decrecierg: (- o, —1)

y= & (1 3+ & 1=e(2+¥=y" = y',=

y(-)=-1.e"=-

o |

Concavidad y convexidad: puntos de inflexién:

x>-2 . y">0= Concava (- 2, ) (n)

y'=e(2+x) ;;y'=0=2+x=0;; x=-2=
X<-2 - y"<0= Convexa (-, -2) (O)

y'=€ -3+ Y= y',=e?%0 = P.I. —2,—3j

YIS .



Para la representacion grafica formamos una tabla de valores que nos facilite ¢
ejecucion:

X 0 -1 1 1 2
1 2
-~ -5 2
y 0 ol e &
Min | P. I.
\(Ak
3
2
x=1 f(x

b)

1 1 X= U- dx=du -
| ())-dxzix-ex-dx:{é. o V:ex}: relxe-fe-a =

[ emeP =l ol b xR (0 d=mzetera2-

=872 oA — Numéricamate: A 026 u?
o ikl
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