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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni
cas.

OPCION A

1°) Los puntos A(3, 0) y B(0, 4) son puntos diametralmente opuestos de una circu
rencia. Hallar la ecuacion de esta.

El centro de la circunferencia O’(a, b) es el punto medio del segménto
O(E 2).
_\2 )

El radio de la circunferencia es= AQ';

r:A_O':\/(g— jz +(2-0)? :\/(—gj2+22 :\/?:\/%:g:r

Sabiendo que la ecuacion de una circunferencia en funcion del centro y el re
viene dada por la féormul& + y + Ax+ By+C =0, donde:

A:—2a:—2-g:— 3=A ;;B=-d=-2.2=-4=8B

2 2
C:a2+b2—r2:(—j +22—(gj :%+4—2745:4—1746=4—4:0:C

La ecuacioén de la circunferencia es:

X+ Y - 3x—4y =0
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2°) Dados los vectores =(1,2,0) y v =(0,1, 2), calcular:

a ) El producto vectorial dei y v .

b ) Un vector unitario ortogonala y v .

c ) El &rea del paralelogramo que tiene por lados los vectorgsv .

_ —

] k
2 0/= #+k-3=4-2/+k=(4-21)=uDv
12

b)
Sea n=(a b, c) un vector ortogonal a1 y v . Tiene que cumplirse que:

(uov) A= 0:(4-29-(a b d=4a-2b+c=0 (9

Cualquier terna de valores a, b, ¢ que cumpla la relacién (*) es ortogot
auy v;enpartcular, sic=0ya=14-1-2b+0=0;;4=2b;; b=
= n=(120).

Como el vector pedido tiene que ser unitario:

Gl

Gl

w =2+ 22+0 =+/5. El vector unitario pedido puede sav:=
w|=+ pedido p

b

c)
El area del paralelogramo que determinan dos vectores es igual al médulo de ¢
producto vectorial:

s=|uDv|=

=|4+k-2j|=|4-2j+k|=y A+(- ¥+ 1=16r 4+1=421

BN —
N O X

1
0

S=+/21 unidadescuadradas
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3°) Comprobar que es constante la derivada de la siguiente funcion:

1-cosx
COSX

con0< x<rr.

f(¥) = arctag

. . - .| 1-cosXx
En primer lugar simplificamos la expresi nli
+ COS X

\/ 1-cosx _ [( ¥ cosxltcosx) _ | 1-cos’x _ | serfx _ senx
1+ cos X (1+ cos x)° (1+cosx)® | (1+cosx)® 1+cosx

1-cos x senx u'
flx=arctag | ——— =arctag———= arctagu = f'(x)= *
(X) g \/ 1+ cos X g 1+ cos X g ( ) 1+ u? ®)

__senx . COX {1+ cos ) senx- (- senx) _ cos x cos’ x+serf x _
1+ COS X (1+ cos )’ (1+ cos x)*
cosx+1 _ 1

i (1+cosx)® 1+ cosx -

Sustituyendo en (*) los valores de u y u’, queda:

1 1 1
, u' 1+ cos x 1+ cos x 1+ cos X
f (X):1+ 5= 5= = = 5 g =
ut [ senx 14 serx (1+ cos ¥ + serf x
1+ COS X (1+ cos x)* (1+ cos x)*
1 1+ cos x 1+ cos x 1+ cos x 1 ,
= 5 = = = =—=f (X)
(1+cos ¥ +serfx ¥ 2osxcos x+sefx 2+ 2xosx JI+cosx) 2

(1+ cos x)

En efecto, la derivada de f(x) es una constante, como teniamos que comprobar.
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3
49°) Calcular la integral definida: I:j X senx- dx.
H
2 X= U- du=dx
I:J' X senx- dx= =
7 senx- dx= dv - v=-CcoSXx
4

= | :[x (~cosx)-[-cos x d%:[— %Cos X [cos X dg =[- x-cos x+senx]? =
4 4 2
:{—I—T -cosl—T+sen7—T}—{—7—T -cosl—T+sen7—T}:—7—T -O+1+7—T-£—£:
2 2 2 4 4 4 2 4 2 2
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59) Estudiar, segun los valores xlé R, el rango de la matriz:

x -1-10

-Xx x -11
A=

1 -1 x 1

1 -1 0 x

Sumando a la segunda columna la primera queda:

X xXx-1-10
—x 0 -1 1 -x -11
|Al= Lo o l:(l—x)- 1 x 1/=(1- X (- ¢ -1-x+x)=
1 0 x
1 0 0 x
()?+]) x+1(x2+x+1)_|A|

Por senx’ + x+ 120, OxOR,

El rango de A es 4, excepto parax =1y x =-1 en cuyo caso el rango es 3.
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X+Xx si x<0
6°) Dada la funcionf(x)={ x si 0<x<3:
Togx-3) si x>3

a ) Estudiar si es derivableenx =0y en x = 3.

b ) Razonar si se puede asegurar que existe un punto c en el intervalo (-2, 2) en el
f'(c)=0. Encontrar c si existe.

a)
Para x =0:

Para que sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales:

lim f(X): lim (X2+X):Q

X > 0 X o [im [im
° N [ BT
[im [im X -0 X -0
. f(x)= x=0
X -0 X -0

La funcién es continua para x = 0. Veamos si es derivable:

Una funcién es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

2x+1 si x<0 ¢ (0)_ 5.0+1=1
f'(x)= 1 si 0<x<3 = { (): _-} = f(0)=1(0")
- 3se{x—3) si x>3 Fo)=1

La funcion es derivable en x = 0.

Para x = 3:

x73‘ x,—>3 - . Ilm_ f(x): I|m+ f(x)
[im f(x): [im [3:os(x—3)]:3 X > 3 X - 3
X > 3 X -0 B

La funcion es continua para x = 3. Veamos si es derivable:



2x+1 si x<0 ¢ '(3_) 1
f'(x)= 1 si 0<x<3 = { "-} = f(3)z1(3)
- 3se{x-3) si x>3

La funcién no es derivable en x = 3.

b)

Para resolver este ejercicio tenemos que aplicar el Teorema del valor medio ¢
Lagrange, que dice:

Si f es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al |

nos un puntoc(a, b) que cumple:f'(c):w.

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en su dominio, que es R, lo ser4, 16¢
mente en el intervalo [-2, 2], y que es derivable en el intervalo (-2, 2), como hemos
mostrado en el apartado anterior, cumple las condiciones del Teorema de Lagrange
lo tanto sera:

()= FA-1(2)_ 2-|(- 27 +(-2) _2-(4-2) _2-2_0_

2-(-2) 4 4 4 4

2x+1 si x<0
f'(x)=¢{ 1 si 0<x<83 = f(=2+1=0;; 2c=-1; c=-
- 3sen(x-3) § x>3

,c(-2 2)

N
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OPCION B

1°) Los puntos A(3, 0) y B(0, 4) son puntos diametralmente opuestos de una circu
rencia. Hallar la ecuacion de esta.

2°) Dados los vectores =(1,2,0) y v =(0,1, 2), calcular:

a ) El producto vectorial dei y v .

b ) Un vector unitario ortogonala y v .

c ) El area del paralelogramo que tiene por lados los vectorgsvy .

39 (1 punto) Comprobar que es constante la derivada de la siguiente funcion:

1-cosx
1+ cosx

f(X) = arctag con0< x< 77.

s

2
49) (1 punto) Calcular la integral definidalz] X senx- dx.

4
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(Resueltos en la Opcion A)

5°) Se considera el punto P(1, 1, 0).
a ) Calcular el punto Q simétrico de P con respecto al ptane+y+2z=0.

B VI X—2y=1
b ) Calcular el punto R simétrico de P con respecto a la wec{a}( yy 220
a)
Un vector normal al plana es:

r P(1, 1, 0)
n=(111

M La recta s es la que pasa por el pun-
to P y es perpendicular al plamg por lo
tanto su vector director pude ser el nor-

1 mal del plano, y entonces:

Qx,y, 2)
S x=1+k
s=qy=1+k
z=k



El punto M, interseccion del plamo con la recta s, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:

= x+y+z=0 = (1+K)+(1+k)+k=0;; 2+ k=0 ;; 3k=-2 ;; kz_%
le_E:}
x=1+k 2 3 ,
s=qy=1+k = y:1——:} = M(}, }, ——j
_k 3 3 3 3 3
2= 2
z=-=
3

Para que Q sea el punto simétrico de P con respectdiene que cumplirse que:

BM = MC _p=o-M - [L 1 _2)_ _ (11 _2).
PM=MQ = M-P=Q-M (3 > 3) (11, 0=(xy 2 (3, 3 3),,

1 2 1
X—==——= - X=——=
3 3 3
_g —g —g X—} y— Z+g = y—g——g y——} =
3 3 3 ’ ’ 3 3 3 3
2 2 4
Z+—=—— 5 Z=——
3 3 3
1 1 4
Q( 3 3 5)

b)
La expresion por ecuaciones paramétricas de la recta r es la siguiente:

Xx—-2y=1 x—-2y=1
= z=k = = —y=1-k;; y=-1+k ;;

r

Xx-y-z=0 - X+y=-k
x=-1+2k
X— =1;;x=1 y=1-2+2k=-1+k=x = r=y=-1+k = v=(211)
z=k

El planon', perpendicular a r por P, es el que tiene como vector normay a
contiene al punto P:



m=E2x+y+z+D=0
= 231+ 0+D=0;;D=-3 = m=2x+y+z-3=0

P(1 1 0)

El punto N de interseccion de la recta r con el planes el siguiente:

mT=2x+y+z-3=0
x=-1+2k
= 2(-1+2K)+(-1+k)+k—- 3= 0 ;;— 2+ 4k-1+k+k-3=0 ;;
rs<y=-1+k
z=k

&=6;k=1= N(101)
Para que N sea el punto simétrico de P con respecto ar, tiene que cumplirse g

PN=MNR = N-P=R-N ;{10)-(119=(xy,2)-(1 0 1);;

x-1=0 - x=1
(0-19=(x-1 vy, z-1) = {y=- = R(L-12)
z-1=1 - z=2
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6°) Se desea fabricar una lata de conservas en forma de cilindro recto con ambas ta,
de area total 150 cinCalcular el radio y la altura del cilindro para que el volumen sea
maximo.

V=mr’h = Maximo (*)

S, = 2.m?+2mr -h=2mr(r+h)=150;;

_150 75 . _75_ _75-mr’ _

=—= = h= h
27 TIr Y JTY

h r+h

Sustituyendo en (*) el valor de h, queda:

75— 71r?

V:ﬂrzh:ﬂrz-—:r(75—nr2):
ar
=75r —mr®=V
Derivando con respecto a la variable r:
L 2 2 . 2 .. 25_ 5
V=753mr" =0 = 25-mr°=0;;25=mr° ;; r=,/—=—Cm=r
T Nm
25
C75—grz T 7505 10
h= = = = cm=h=2r
I _ 5dm Wi
NG

Justificacion de que se trata de un maximo:

V £ 75 31r? ;; V's-6rr ;;V"(i):—GlT-i<O = Maximg c.q. j.

o N
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