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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se 
le ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos 
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. 
Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean programables ni gráfi-
cas. 
 

OPCIÓN A 
  
1º) Los puntos A(3, 0) y B(0, 4) son puntos diametralmente opuestos de una circunfe-
rencia. Hallar la ecuación de esta. 

---------- 
 El centro de la circunferencia O’(a, b) es el punto medio del segmento AB: 
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 El radio de la circunferencia es 'AOr = : 
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 Sabiendo que la ecuación de una circunferencia en función del centro y el radio 
viene dada por la fórmula 022 =++++ CByAxyx , donde: 
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 La ecuación de la circunferencia es: 
 

04322 =−−+ yxyx  
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2º) Dados los vectores ( ) ( )2,1,00,2,1 == vyu , calcular: 

a ) El producto vectorial de vyu . 

b ) Un vector unitario ortogonal a vyu . 

c ) El área del paralelogramo que tiene por lados los vectores vyu . 
---------- 
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b ) 
 Sea ( )cban ,,=  un vector ortogonal a vyu . Tiene que cumplirse que: 
 
 ( ) ( ) ( ) (*)024,,·1,2,4;;0· =+−=−=∧ cbacbanvu

�

 
 
 Cualquier terna de valores a, b, c que cumpla la relación (*) es ortogonal 
a vyu ; en particular, si c = 0 y a = 1: 4 · 1 – 2 b + 0 = 0 ;; 4 = 2b ;; b = 2 

( )0,2,1=⇒ n . 
 
 Como el vector pedido tiene que ser unitario: 
 

5021 222 =++=w .  El vector unitario pedido puede ser: 
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c ) 
 El área del paralelogramo que determinan dos vectores es igual al módulo de su 
producto vectorial: 
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3º) Comprobar que es constante la derivada de la siguiente función: 
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+
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---------- 

 

 En primer lugar simplificamos la expresión 
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 Sustituyendo en (*) los valores de u y u’, queda: 
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En efecto, la derivada de f(x) es una constante, como teníamos que comprobar. 
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4º) Calcular la integral definida:  ∫=
2
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---------- 
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5º) Estudiar, según los valores de Rx∈ , el rango de la matriz: 
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---------- 

 
 Sumando a la segunda columna la primera queda: 
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 Por sen Rxxx ∈∀≠++ ,012 ,  
 

El rango de A es 4, excepto para x = 1 y x = -1 en cuyo caso el rango es 3. 
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6º) Dada la función ( )
( )
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a ) Estudiar si es derivable en x = 0 y en x = 3. 
 
b ) Razonar si se puede asegurar que existe un punto c en el intervalo (-2, 2) en el cual 

( ) 0' =cf . Encontrar c si existe. 
---------- 

 
a ) 
 
 Para x = 0: 
 
 Para que sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los límites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales: 
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 La función es continua para x = 0. Veamos si es derivable: 
 
 Una función es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y además, son iguales. 
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La función es derivable en x = 0. 

 
 
 Para x = 3: 
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 La función es continua para x = 3. Veamos si es derivable: 
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La función no es derivable en x = 3. 

 
b ) 
 
 Para resolver este ejercicio tenemos que aplicar el Teorema del valor medio o de 
Lagrange, que dice: 
 
 Si f es una función continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al me-

nos un punto ( )bac ,∈  que cumple: ( ) ( ) ( )
ab

afbf
cf

−
−=' . 

 
 Teniendo en cuenta que f(x) es continua en su dominio, que es R, lo será, lógica-
mente en el intervalo [-2, 2], y que es derivable en el intervalo (-2, 2), como hemos de-
mostrado en el apartado anterior, cumple las condiciones del Teorema de Lagrange, por 
lo tanto será: 
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OPCIÓN B 

 
1º) Los puntos A(3, 0) y B(0, 4) son puntos diametralmente opuestos de una circunfe-
rencia. Hallar la ecuación de esta. 
 
2º) Dados los vectores ( ) ( )2,1,00,2,1 == vyu , calcular: 

a ) El producto vectorial de vyu . 

b ) Un vector unitario ortogonal a vyu . 

c ) El área del paralelogramo que tiene por lados los vectores vyu . 
 
3º) (1 punto) Comprobar que es constante la derivada de la siguiente función: 

 

( ) π<≤
+
−= xcon
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x
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cos1

cos1
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4º) (1 punto) Calcular la integral definida:  ∫=
2
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π

π
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********** 
 

(Resueltos en la Opción A) 
 
 
5º) Se considera el punto P(1, 1, 0). 
 
a ) Calcular el punto Q simétrico de P con respecto al plano 0=++≡ zyxπ . 
 

b ) Calcular el punto R simétrico de P con respecto a la recta 
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---------- 
a )  

 Un vector normal al plano π  es: 
 
  ( )1,1,1=n  
 
 La recta s es la que pasa por el pun-
to P y es perpendicular al plano π , por lo 
tanto su vector director pude ser el nor-
mal del plano, y entonces: 
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 El punto M, intersección del plano π  con la recta s, tiene que satisfacer las ecua-
ciones de ambos, por lo tanto: 
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 Para que Q sea el punto simétrico de P con respecto a π , tiene que cumplirse que: 
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b ) 
 La expresión por ecuaciones paramétricas de la recta r es la siguiente: 
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 El plano 'π , perpendicular a r por P, es el que tiene como vector normal a v  y  
contiene al punto P: 
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 El punto N de intersección de la recta r con el plano 'π  es el siguiente: 
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 Para que N sea el punto simétrico de P con respecto a r, tiene que cumplirse que: 
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6º) Se desea fabricar una lata de conservas en forma de cilindro recto con ambas tapas, 
de área total 150 cm2. Calcular el radio y la altura del cilindro para que el volumen sea 
máximo. 

---------- 
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 Sustituyendo en (*) el valor de h, queda: 
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 Derivando con respecto a la variable r: 
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 Justificación de que se trata de un máximo: 
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