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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

No se permite el uso de calculadoras graficas.

PROPUESTA A

: 4 1 1 2 0 -1 0-1 2 1
1°) Siendo A= , B= yC= , resolver la
-1 0 -2-11 0 1 0 -3 0

ecuacionA- X -B+C =0.

A-X-B+C=0;; A-X=B-C. Multiplicando por la izquierda porA:

A-AX A(BQ; I Xx=A-(BQ; X=A*"(B-C)

4 1 4 1 . (4 -1 _ . (0 -1
A:( j;; |A|:‘ ‘:O+1:1;;A:( ];; Adj deA:( j;;
-1 0 -1 0 - 1 0 1 4

_ Adj de A

-1 _ . t _ 0 - — Al
A = Adjde A' = =A
1 4

Al
1 2 0 -1 0 -1 2 1 1 3 -2 -2

B-C= - = =B-C
-2 -11 0 1 0 -3 0 -3 -1 4 O

Sustituyendo en (*) los valores dé' & de (B — C), queda:
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1 4)\-3-1 4 0 t 12 34 -2+16 -2+0

(3 1 -40
“l-11-1 14 -2
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X:A‘l-(B—C)z(O ‘1)(1 3 -2 —2j:[0+3 0+1 0-4 0 J




5x-y+z=0

sea paralela al plano de
X—-y-z=-4 P P

2°) Calcula el valor de a para que la racta{

ecuacionn = ax—6y +4z =5.

Si la recta r es paralela al planono tienen ningan punto en comun; es decir: el
sistema formando por ambos tiene que ser incompatible.

Segun el Teorema de Rouché-Frébenius, para que un sistema de tres ecuac
lineales con tres incégnitas sea incompatible es necesario que las matrices de coefi
tes y ampliada no tengan el mismo rango.

5x-y+z=0
El sistema formado por la recta y el plano es- y-z=-4
ax— 6y+4z=5

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

5 -1 1 5 -11 0
M=11-1-1/yM=1-1-1-4
a -6 4 a -6 4 5
5 -1 1
IM|=|1 -1 -1|=-20-6+a+a- 30+ 4= 2-52=0 = a=26
a -6 4

Veamos el rango de M’ para el valor de a:

-1.1 0
{c,,c..c}l=1]-1 -1 -4|= 5 24 16 5 34 16=18%20
-6 4 5

Para a=26 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilte

Larecta r y el plano n son paralelos cuandoa =26
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3° ) Calcula un punto del intervalo [1, 3] en el que la recta t, tangente a la curva
ecuaciony= x> - x+ 2 es paralela a la cuerda que une los puntos A(1, 2) y B(3, 8).

Los puntos A y B determinan el vector= AB=B-A=(3 §-(1 2)=(2 6),

cuya pendiente e :g =3=m.

La pendiente a una curva en un punto es el valor de la derivada en ese punto.

y2 2- 1= yZm= 3= -k 3;; X=4;, x=20[1 3

El punto de tangencia parax =2 g¢623= 2 - 2+ 2= 4 = P(2, 4).

Sabiendo que la ecuacion de la recta que pasa por un punto conocida la pend
es y- y = m(x-x,), en el caso que nos ocupa es:

y— & X- P ;;)y- & 2- 4= Reta tangente t=2x-y=0
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4°) Halla el area del recinto limitado por la gréaficaydecos x, el eje OX y las rectas

n
=0 =,
X Yy X 4

sl

-

_.n‘ 2

De la observacion de la figura se deduce que el area pedida es la siguiente:
i
S= [ co$ x- dx. Para la resolucién de la integral indefinitia [ cos x- dx tenemos en
0

cuenta lo siguiente:

serf x+cog x=1

+
I :jco§ X dx={cod x ser x=cos2x :jm-dxzijdx+éjc052x-dx:
1+ cos2x 2 2 2
cog x=——"-""%
2
2xX =t

:£x+£jc052x-dx:> :>§+l -ljcost-dt:§+ sent L c=X, sen2x+c
2 2 2 2 2 2 4 2

1
dx==dt
5 4

Teniendo en cuenta lo anterior, el area pedida es:

S=

Oty Y

T T
2 |- sen_
cx)§ X - dx;:[?f4-f§ﬂl§%§2]4 - f£-+____jl -—(F)+ Serﬂ)j :.Z{+u} = 7T+-2 Lf ::S
2 4 0 2 4 4 8 4 8

*kkkkkkkkk



- 1 .
59 Representa graficamente la curya x+—. Para ello calcula las asintotas, puntos
X

criticos e intervalos de crecimiento.
Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a mas infir
y a menos infinito.

[im lim x?+1

f(x)= =+o0 = Notiene
X —» oo X —» +00 X —_—
y=k=
lim lim  x*+1 :
f(x)= =-o = Notiene
X — —00 X o —00 X — S8

Verticales: son los valores finitos de x que anulan el denominador.

x=0 = EjeY

Oblicuas: Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario q

grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador, que es I
ocurre en nuestro caso.

Son de la formay m¥ n (mz0 ; m# o).

X +1
im  f(x lim im x%+1
m= _(): X = 5 =1=m
X —» +00 X X — +oo X X —» +00 X
lim [im x?+1 im x*+1-x2 lim 1
n= [ f(X)—mx] = -x|= A ~=0=n
X —» +oo X — +o0o X X — oo X X —» +00 X

Es asintota oblicua la recta y = x.

, X -x—-1-(x*+1) 2x*-x*-1 x*-1
(= 2ol 20o ot X

()= & K- x (-1 _ 2 -2(x* 1) _ ¢ -2 +2

2
x* x3 X2 X2

Por tratarse de una funcién impai(x) = - f(- x}} es simétrica con respecto al



origen de coordenadas. El dominio de fRes{0} .

2 - X, =1
f'(x)=0 = = 21:0;;x2—1:0;; x2:1:>{l

Creciente: (-, 0)0 (1, + )

f'(x)>0 = |x|>0 =
Decrecierg : (- 1, (0, 1)

f"(l):lgz: 2>0 = Minimo para x=1 = Minimo(1, 2)

Por simetria :Maximo(- 1, - 2)

f(x)=0 :>£2 =0= 220 = Notiene puntosde inf lexion

La representacion grafica de la figura es, aproximadamente, la siguiente:

e

N
A
A
N

1
\f(x

X
N
\
N
N
N
>< v
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6°) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los puntos A(-1, 1, (

B(3, 2, -4). Comprueba que obtienes un plano perpendicular al ve8tque pasa por
el punto medio del segmento AB.

Si el punto P(x, y, z) pertenece al lugar geométrico que queremos determinar,
ne que cumplirse quaP = BP.

TP:‘ND‘:HX’Y’X)‘(‘ 11 0|=[( 1 y1 3 =y(x+1+(y-2)°+2 =

= X+ 2 %1+ §-2 yi+ 2=, %+ Y+ Z+2x-2y+2=AP

AP=| BR=[(x y X)-(32-9|=[(x-3 y-2 z2+4) = (x-F +(y-2 +(z+4) =

= 2% 6K 4 y4+ Z+8 #16=, X+ Y+ - 6x- 4y+8z+29=BP

\/ X+ Y+ i+2x—2}ﬁ'2:\/)%+ ¥ + Z — 6x— 4y+ 8+29 ;;
X+ Y+ Z+2x2 Ww2= X+ Y+ Z-6x-4y+8+29;;

- Y+ Z- &— 4+ 8+ 29 ;7= S+ 2y- &-27=0

Como se comprueba, el lugar geométrico pedido es, en efecto, urviplango
vector normal esn =(8, 2, -8).

Para demostrar que el planoes perpendicular al vect@tB se tiene que demos-
trar que los vectores = (8, 2, -8) y AB son linealmente dependientes (paralelos).

AB=B-A=(32-3-(-110=(41 -4).

n=(8 2 -8 8 2 -8 — .
= Z:E:_Af = n y ABson perpendicdares c.qd.
AB=(4, 1, -4)
‘= 3+(-1) 1
2
El punto medio del segmento AB &g/, :2%1 :g = M(L g —2).
z, = _4+0:—2
2




Vamos a comprobar que el punto M pertenece al ptanpara lo cual debe de
satisfacer su ecuacion:

T= 8+ 2y— &—27=0

i3

27-27=0 = MUOrm, cqd.

= 8-1+2-§— 8(- P- 27 0;; 8 3+16-27=0 ;;
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PROPUESTA B

: 4 1 1 2 0 -1 0 -1 2 1
1°) Siendo A= , B= yC= , resolver la
-1 0 -2 -11 0 1 0 -3 0

ecuacion:A- X -B+C=0.

5x-y+z=0

sea paralela al plano de
X—y-z=-4 P P

2°) Calcula el valor de a para que la relcta{

ecuacionn = ax—6y +4z = 5.

3° ) Calcula un punto del intervalo [1, 3] en el que la recta t, tangente a la curva
ecuaciony= x> —x+2 es paralela a la cuerda que une los puntos A(1, 2) y B(3, 8).

4°) Halla el area del recinto limitado por la gréaficaydecos x, el eje OX y las rectas

71
x=0 =—.
y X 4

(Resueltos en la propuesta A)

*kkkkkhkkkk

X+ y+z=2
2X-y=A1
y+3z=A
X—y+2z=0
primeras ecuaciones representan una recta r y las dos ultimas otra recta s, inter
geométricamente los resultados obtenidos.

59 Estudia y resuelve, segun los valoresideel sistema . Si las dos

1 1 1 1 1 12

2 -1 0 2 -10 A
M = y M'=

0 1 3 01 3 )

1 -1 2 1-120

El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:

1 1 1
{F,F,F} =12 -1 0|=-3 2-6=2-9=-7#0 = RangoM =3
0 1 3




El rango de la matriz ampliada en funciondes el siguiente:

1 1 12 1 11 2
F. _F +F 3 1 A+2
12 -10 2 2 2" 3 01 A+2
|M|:013/]:>F3~F3—F1:> 102/]2:——12/1—2:
|:4_’F4+|:1 2 3 2
1-120 2 03 2

= 2@+ R @ 0+ 3 G- ) 31 0+ )-T0-2) -
=—( ®MI+- HM I+ W-(- A+ Y= 14-14141-10)=0= A=1

Para 1 #1 = RangoM =3 ;; RangoM'=4 = Incompatile

Para A1 =1 = Rango M= Rango M'= 3= rP incog = Compatible Determinado

X+ y+z=2
ParaA =1 resulta el sistem . Para resolverlo despreciamos, por

ejemplo, las ultima ecuacién y resolvemos el sistema resultante aplicando la Regl:
Cramer.

2 1 1 1 21
1 -10 210
1 1 3 _-6+1+41-3_-7___ |01 3 3+2-12_-7___
X = = = =1=Xx;, y= = = =1l=y
-7 -7 -7 — -7 -7 -7 —=
1 1 2
2 -1 1
0O 1 1] -1+4-1-2 O
Z= = = =0=2z
-7 -7 -7 —

La interpretacion geométrica en el caso de que las dos primeras ecuaciones
terminen una recta r y las dos ultimas otra recta s es la siguiente: por cortarse los ci
planos en el punto P(1, 1, 0), (solucion del sistema), las rectas r y s son secantes

cortan, precisamente, en el punto P.
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6°) Obtén la funcion f(x) cuya derivada es la funcig) = (x-1)e* y de manera que

tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas. Razona si dicho punto es
Ximo 0 minimo.

Siendo f'(x) = g(x), tiene que cumplirse quéy = [(x-1)€*- dx.

Resolviendo la integral anterior por el método de integracion “por partes”, cu
férmula es| u- dv= u- v=-[v-du.

u= x—-1 - du=dx

f(¥=[(xDe-dx = { } = f(¥=(x1. &-[e dx=

eg- dx=dv- v=¢*

=(x1)é-¢e+K=e(x-2)+K=f(x)

Sabiendo que tiene un extremo relativo en el eje OX, la derivada tiene que &
larse en ese punto:

f(3= d¥=(x-2Je=0= x-1=0;; x=1 = Extremo relativo: P(1, 0)

Como el punto P(1, 0) pertenece a la funcién f(x), tiene que satisfacer su ec
cion:
f(x=e(x-2)+K

—e {FJ+K=0;;e-(-1)+K=0;; -e+tK=0;; K=e
P(1, 0)

La funcion pedida esf{ ) = ¢ (x-2)+e

Para determinar si el punto critico P(1, 0) es un maximo o un minimo relativo |
currimos a la segunda derivada:

the Ohe(x)e ;i f(k=1¢+(x1) e=xe=f"(x)

f{)=1.-¢=e>0 = El punto 1, 0) esun Minimo relativo
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