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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni
cas.

OPCION A

1°) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1, 1, 0) y es paralela al ¢
(una ecuacion: la que se quiera). Hacer un esquema dibujando los ejes, el punto
recte.

El eje Z tiene como direccién la del vector de la forma (0, 0, A), DAOR,
siendo/ # 0.

x=1
Por ejemplo, sea el vectar=(0, 0, 1); una recta r seria:={y =1
z=A
Z A
"
A
\'% ., L ¢ .
La representacion grafica aproximada
o) 1 \f es la siguiente:

tP@, 1,0
Y

*kkkkkkkkk

A. Menguiano



tag x

2°) Hallar los puntos de discontinuidad de la funcidr) = »

Nota: x esta expresado en radianes.

Por ser una funcién racional, el primer punto a estudiar es para x = 0, que anul
denominador; en este caso, también se anula el denominador, por lo cual se produc

. L 0 : : .
indeterminacion de la formg. Para su estudio recurrimos a los limites en ese punto.

[im [im [im lim tag x lim senx
f(x)= . f(x)= f(x) = 9% = ——=
X >0 X -0 X -0 X -0 Xx X - 0X -cosx
_ lim 1 senx \_ lim 1 lim senx _ 1.1=1
X - 0l cosx X X - 0cosx X-0 Xx

La funcion es continua para x = 1.

Ahora estudiaremos la funcion en los valores que haeeb —«~ al numerador:

“,m (X) = “’m —tag X = +_o° = 400
X - (&) x-(3) x 7
2 . {Discontinddad inevitable
im Clim tagx e (salto inf inito))
= e,
X - (2) X - (2 x n
2

Dada la periodicidad de la funcion, cuyo periodoiegxisten puntos de discon-
tinuidad parax= g + kmr, OkOZ.

Solucion; La funciénescontinua & R- {7—2T+ krr, Ok O Z}
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2
3°) Calcular| x| x| - dx.
-1

- X Si x<0

Teniendo en cuenta que| :{ % s x>0’

la integral se puede expresar de la

forma siguiente:

f X | x d;(f— 2% dKJ% % dx:—f X- dxf %-dxz_jl%-dx+fx2-dx:

-1

311 3772 _1)3 3
:|:ij| +|:X_:| :( 1) —O+2_—O:—£+§:Z:|
. . 3 3 3

3 3 3
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4°) Estudiar y representar la funcidx) = e™ .

La funcion esta definida para R y es simétrica con respecto al eje de ordenada
por ser f(x) = f(-x).

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes. Parax =0 es f(x) = 1. La fi
cion corta al eje de ordenadas en el punto A(O, 1).

La funcion no se anula para ningtn valor real dé(x) # 0, OxOR, por lo tanto,
no existen puntos de corte con el eje de abscisas.

Por ser f(x >0, OxOR, la funcién esta situada por encima del eje de abscisas.

[im [im . [im 1 1
f(X): e* = —==—=0
X — oo X — oo X - +oo g* 00
= Asintota el eje X.
[im [im . [im 1 1
f(X): e = —==—=0
X —» —00 X » —0 X —» —00 @* (o)

x<0- f'(x)>0 = Creciente= (-, 0)

e x>0 f'(x)<0 = Decrecieret = (0, + )

() 1206 - &t (- ax) - = a¢ e (o ~3)= I gy
e

Todas las primeras derivadas se anulan para x = 0, lo cual hace complejo el ¢
dio local de la funciéon para x = 0; sin embargo, considerando las caracteristicas estt
das hasta este momento, nos permiten razonar que existe un maximo relativo (en
caso absoluto) de la funcion para x = 0, teniendo en cuenta los intervalos de monot
y su dominio.

Los intervalos de concavidad y convexidad los obtenemos de la igualdad a c
de la segunda derivada:

f(¥= &% e(&-3=0;x=0;;4&-3=0;;4x=3;; x*=2;

V3 B W2 W3 434y |—*
J2o 2 T2 o2 T2 .




, 4x*|4x* -3 412
f'(x) = —( — ) =N 5 >
4

Convexidad (0) = [—oo, 4\/1_2jm(4\/1—2 +00J

2 2
Concavidad (n) = [_4\/21_2 4\/21_2J

Los puntos de inflexidon se producen cuando la segunda derivada es cero:

fr(x)=

0=

V12

X = 5

0093 ;; y, 1047 = Puntode inflexion :B( 093 047)
X, =0 - (Maximo

4
X, == ;2 [0-093;; y, 0047 = Puntode inflexion :C(— 093 0'47)

La representacion grafica aproximada es la siguiente:

‘ YA

A0, 1)

0

y=0 -1 o) 1 X
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59) Calcular los siguientes limites:

lim ¢ -2x-(x-2) . lim (x+1)t = M gaa
X - 00 X—=2 " x-0 Cox-3

lim \/XZ—ZX—(X—Z): 00 — 00

X — 00 X—-2 00

_ lim | X - 2x (x- 2”\/x2 2+ (x - 2] im /(% ZX)] (x-2)° _
X - 0 x— [\/72)(+X Z)J X*w(X—Z)(m*'X 2)

= Indeterminado =

_ lim x2—21x—(x2—2x+4)‘: lim ¥ -2x-x"+2x-4 _
X—’°°(X—2)(\/X2—2X+X—2) X—’°°(X—2)(\/X2 2X + X — 2)
_ lim -4 _c4 4,
X o(x- ) -2x+x-2 ©-@® o -
* k% k% k% %
1lx-o0
|' 2X-——— 1 2n
m (x+ ])izfzﬂndet. (ndmeroe) = n _, I (1+1)
X -0 1_., X -0 n
= N o
X
n7? . 27?2
_lim Kl E” { lim (1 1” _
X -0 n X -0 n =
* k% k%
lim ! L1
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OPCION B

1°) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 1, 0) y es paralela al ¢
(una ecuacion: la que se quiera). Hacer un esquema dibujando los ejes, el punto y I
ta.

2°) Hallar los puntos de discontinuidad de la funcidr) = tag ay

Nota: x esta expresado en radianes.

2
3°) Calcularf x| x| - dx.
-1

(Resueltos en la Opcién A)



4°) Evaluar el area encerrada por las funciofeg= %1 y g(x)= 1V las rectas
X X

X = -2y Xx=-3. Representar graficamente la situacion.

La funcion f(x) corta al eje X solamente en el origen y la funcion g(x) no corta
eje X. La funcién g(x) corta al eje Y en el punto A(O, -1).

El dominio de ambas funciones es el mismo: R — {-1}. Las funciones no tien
puntos en comunes, debido a lo siguiente:

f(X=g(x)= = =-— —x=-1, y para este valor no estan definidas las
x+1  x+1

funciones.
Las dos funciones tienen como asintota vertical a la recta x = -1.

lim ., . . :
X 1, la funcion f(x) tiene por asintota horizontal

lim
Por ser f(x) =
X - o X > 00 X+1

alarectay=1.

lim lim - ., : . .
Por ser a(x) = 1 0, la funcién g(x) tiene por asintota horizontal
X —» o X -0 x+1

—

alarectay =0, que es el eje de abscisas.
\ Y A

......................

/

Con los razonamientos anteriores se puede tener una idea aproximada de la r




sentacion gréafica de la situacion, que es la que indica la figura.

En el intervalo (-3, -2), todas las ordenadas de la funcion f(x) son mayores que
de la funcion g(x), por lo cual el area pedida es:

S:E[ f( X - gjx)]-dx:ﬂ X —(— 1 H-dx:f(i+ij-dxzizx—+i-dx:

:_fdx:[x]:; =-2-(-3=-2+3=1¢=5
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59) Sean los planag=2x+4y-2+5=0y o =x+y+62-8=0.
a ) Probar que son perpendiculares.

b ) Hallar la ecuacion de la recta interseccion de los planos, y expresarla de dos for
diferentes.

¢ ) Encontrar un punto que no pertenezca a la interseccion de los planos y que e
igual distancia de ambos.

a)
Para probar que los planos son perpendiculares, basta con probar que sus vec
normales lo son.

Tendremos en cuenta que el producto escalar de dos vectores perpendicular
cero.

Los vectores normales son , respectivamenjes (2, 4, -1) y n, =(1, 1, 6).

n A =(24-)1(116§=2+4-6=0= 7 yo son perpendiclares c.q.p.

b)
La recta r que determinan los planos, expresada por dos ecuaciones continue
. _ | 2x+4y-z+5=0
el sistema que forman los planos= { X+ y+62-820

Vamos a expresar la recta r de varias formas:

[ = 2x+4y-z+5=0 N 2Xx+4y =-5+ A 2Xx+4y =-5+ A _
" | x+ y+6z-8=0 — X+y=8-64[ - X-2=16+124
= 2y=11+13y ;; y:1—1+£3/1 ;;x:8—6/1—l—l—£3/]:§—§/1:x
2 2 2 2 2 2

Un puntode r es por ejemplg para A =2 = P(- 10,12 2)

Un vector directorde res:v =(- 25 13 1)

X =-10-25/4
Expresion de r por unas ecuaciones parametricas:y = 12+ 13/
z=2+A

x+10 _y-12 z-2
-25 13 1

Expresion de r por unas ecuaciones continuas:




Expresion de r por una ecuacion vectorial:

r=(x .y z)=(- 1012 23+ A(- 2513 1)

c)
El punto pedido pertenece a cualquiera de los dos planos bisectores de los pl
dados, que son los planos cuyos puntos equidistan de los planos dados.

Sabiendo que la distancia de un punto a un plano viene dado por la siguiente
Ax + By, +Cz +D

resion: d =
P + A2+ B2+C?

, seria:

T= 2x+4y-z2-5=0
0= Xx+y+6z-8=0

} — d(P, ﬂ):d(P, 0_) - 2X|'4y— -5 _ X+ y+62—8

2+ (-1 P+ +67

2 X4 y 25: ¥ W6 28 | 24y z—5: X+ y+6z-8
Ja+16+1  J1+1+36 J21 NET I

Por ejemplo, haciendo x =0, y = 0, resulta:

e , - n5/38-8/21
v §8z- )5V 418 B= 0+ 38- §38= 6/22+8/21 ; z= 6/21++/38

- 5/38- 871
o0 -“meim )
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