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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni
cas. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser €
sado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho
le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Determina el valor de a para que los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a) s
los tres vértices de un triangulo de area 3/2.

Los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a) determinan los siguientes vectores
u=AB=B-A=(11)-(1073=(01 0)

v=AC=C-A=(164a)-(10 9=(0 6 a-1)

Sabiendo que el area del paralelogramo que determinan dos vectores es el m(
de su producto vectorial, el area del triangulo que determinan es la mitad de lo dicho
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1
- dx
- 25%+100

2°) Sea a un namero positivo menor que 4. Calbu@ v—v

Resolviendo por el Método de Ruffini la ecuacidn- 4x* — 25x +10C = 0:

1 -4 -25 -100
4 4 0 100

1 0 -25 0
5 5 25

1 5 0
-5 -5

1 0

Con las soluciones de x obtenidas, la fraccigh—; ! puede expre-
x> =4x° —25x+10C
A B

, siendo los valores de A, B y C los siguientes:

sarse de la forma——+ +
Xx—4 x-5 x+5

1 __ A, B C _ A%-25+ Bx 4(x+5+C(x-4)x-5)
X — & - 25%+100 x-4 Xx-5 X+5 (x- 4)(x-5)(x +5)

_ Ak-25 Ar B X + x-20)+ C(x* - 9x+20) _
B X — &¢ - 25(+100 B

A+B+C=0
B-9C=0
- 25A- 2B+ 20C =1

(A B QX+(B-9Qx+(- 25A- 203+2oc):>
X — 4¢ - 25+100

Resolviendo el sistema resultante:

A+9C+C=0 A+10C =0
B=9C = ’ - A=-10C =
- 28\- 20-C+20C=1 " - 25A-160C =1
1 1 1
- 24~ 10)- 160= 1;;25€-16@ =1;;90C=1;; C=—;; A=-=;; B=—
90 9 10
1 1 1

a 1 a
| = .dx = .
_J;x3—4<2—25(+100 J; X-4 x-5 x+5



:{—1 L x—4\+i L| x—5\+i L\x+5q :[—E L\a—4\+i L\a—5\+i L\a+5q—
9 10 90 9 10 90

—{—5 L|—a—4|+i |_|—a—5|+i L|—a+5|} =
9 10 90

=-1 L|a—4|+i L|a—5|+i L a+5|+E L|a+4|—i L|a+5|—i Lja-5| =
9 10 90 9 10 90

1 1 _9-1_8_4 1 1_ 4 -
10 90 90 90 45" 90 10 45

ﬂ +i|_

a—-4| 45

a-5
a+b

— L|a—4|+i |_|a—5|—i L a+5|+EL|a+4| =1L
9 45 45 9 9
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X=1+t

3°) Estudia la posicion relativa de las reatasx=y=zy s=<y=t . En patrticular,
z=t

¢, son perpendiculares o paralelas?

La recta r tiene como vector directoT =(1, 1 1) y pasa por el origen de coor-
denadas.

Un punto y un vector director de s son A(1, 0, G).y= (1, 1, 1).

El que tengan el mismo vector director indica que las rectas r y s son coincider
o paralelas y, teniendo en cuenta que la recta s no pasa por el origen de coordenade

Las rectas r y s son paralelas.
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2x—ay+4z=0
4°) Analiza, en funcion del parametro a, y resuelve el sistemay+ 72=0
ax-y+13=0

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, independientemente de los val
del parametro a, siempre admite la solucion trivial x =y =z = 0.

2 —-a 4
La matriz de coeficientes éd =| 1 1 7 | y su rango en funcion de a es el
a -1 13
siguiente:
2 —a 4
IM[=]1 1 7|= 264 &- 4+ 14 18=- &+ 8+ 36-0;; 7a°-B-36=0
a -1 13
s G, 8% 4-7-36 _ 9+/81+1008 _ 91\/1089:9133: a=3:a __12
2.7 14 14 14 -— "2 7

Paraaz3 y a# —1—72:> RangM=3= 8§ inc6g= S. Compatible Determinado

(Solucion trivial: x=y=2z=0)

2x—3y+4z=0
Para a = 3 el sistema es+ y+7z=0 . Despreciando la tercera ecuacion y pa-
3X-y+13=0

rametrizando la variable= A, resulta:

2x— 3y = -4/ - 2x+ 3y =44
ey s XSy = Hy=-1U1 ;; y=-24
X+y=-7A 2X+ 2y =144 —
Xty=—T71 ;; x—=24=-71 ;; x=-51
X =-5/

Solucion <y=-74 OAOR
z=A




2x+1—72 y+4z=0

Paraa = —1—72 el sistema esg x+ y+7z=0 . Despreciando la tercera

—172 X=y+13&=0

ecuacion y parametrizando la varialale A, resulta:

2x+172y:—4/1 - 7x+6y:—14/1} 7x+ 6y = -14)

' = x=281
X+y=-71 - 6X— 6y =421

X+y=-7A
X+y==71 ;; 281+y=-71 ;; y=-351
X =281

Solucion: <y=-354 OAOR
z=A

*kkkkkhkkkk



59) Calcula, si existen, los siguientes limites:

a) im . (senx)™" b) im  senx c) im Jx-+a (a>0)
X -0 X -0 |x]| X-a x-a
a) I|m0+ (senx)™* =0° = Ind. = Haciendo ( sen}""* = A ytomando neperianos

LA= L(senx)** = Haciendo ahorael limite y siendo L del limite = limite del L =

lim lim . lim lim .
= (LA)= . [L(senx)tan ] = L A= . [L(senx)tan ]:
X -0 X -0 X -0 X -0
lim lim L{tagx) LO =-oo ,
= [ senx- L(tag x)] = +w:—:— = Ind. = (L'Hopital) =
senx 0
COSX _—senx cos’ xt serf x
_ im I(senx)-L(cosx) _ lim senx cosx _ lim senx -cosx
X - 0 1 X - 0" _ COosX x-0" _ cos
senx sertf x serf x
lim - serf x lim senx 0
= . = - . =-—-——= Q j—
X - 0" senx .-co§x X -0"cosx 1
lim . lim .
= L (senx)* =0 = (senx)™* =¢® =1
X -0 X -0
lim senx .
si x<0
i X->0 —-x
IMm senx
b) =
X - 0 |x| )
lim senx
si x>0
X->0 x
Calculando los limites laterales:
lim  senx _ lim senx _ lim senx _ _
X -0 |x| x-0-x X-0 x —
-
lim senx _ lim senx _ 1
Xx-0" [x x-0 x -




lim senx lim senx

. = Noexisteel limite
X -0 |x| x-0 |x|

lim -
C) ! M (a>0) =
X - a X—a
lim - -
im v \/52\/5 \/5:9 = Ind. = (L'Hopital) =
X->a X-—a a-a
1, L1
N lim 2/x " _2Ja_ 1 _Ja _ lim Jx-+a

X-a 1-0 1 2Ja 2a x-a x-a
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PROPUESTA B

1°) Determina el valor de a para que los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1,1) y C(1, 6, a) s
los tres vértices de un triangulo de area 3/2.

2°) Sea a un namero positivo menor que 4. Calbsrlgi > 1 - dx
TX - A - 25 +100
X=1+t
3°) Estudia la posicion relativa de las reatasx=y=zy s=<y=t . En patrticular,
z=t

¢,son perpendiculares o paralelas?

(Resueltos en la Propuesta A)

4°) Estudia (dominio, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, asintotas)
2x-1

X—x2

representa la funciog =

Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores re
de x que anulan el denominador:

xX=0;{1-¥=0;;x=0;;x,=1 = D(f)=R-{0 1

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento obtenemos la primera derivada:
2-(x=x)= (-9 -(1-2x) _ x- 2 +(x-F _ 2x- 2¢ + 4¢ - dx+1 _

(x— X? )2 (x— x2)2 (x— x2)2

_ 2 - 2x+1 _
x* (1- x)?

Tanto el numerador como el denominador son positivos para cualquier valor r
de x perteneciente al dominio, por lo tanto:

La funcién es monétona creciente en su dominio.

Como no existen valores reales que anulen el numerador, la funcion no se a
para ningun valor real de x, por lo cual:

La funcién no tiene maximos ni minimos relativos.

Por ser el grado del numerador menor que el grado del numerador, la funcior



tiene asintotas oblicuas.
Las asintotas horizontales son los valores de la funcién cuxandsx ;

lim 2x-1 lim 2x-1 . . .
== >=0 = Larecta ¥0 ( Eje X esasintota horizontal
X - +00 X—X X 5 —00 X—X

Las asintotas verticales son los valores finitos de x para los cuales se anula e
nominador:

x-X=0;{1-X¥=0;;x=0;; x,=1

Las rectas x = 0 (Eje Y) y X = 1 son asintotas verticales.

Con los datos obtenidos anteriormente y teniendo en cuenta que la funcidn se «
para X = Y2, en el punto A(Y2, 0), (que es un punto de inflexidn), se puede represent
la funcion cuya grafica el la siguiente.

Y ‘F
2x-1
y= > x=0 x=1
X=X

 Z
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59) Discutir, segun los valores que adopte el parametro t (un namero real), la compa
tx+3y=2

lidad o incompatibilidad del sistem{@x+2y =t . Resuélvelo cuando sea posible.
2X+ty =3

Se trata de un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas cuyas matrice

t 3 t 3 2
coeficientes y ampliada son las siguientds=| 3 2|y M'=[3 2 t|.
2t 2t 3

Como el mayor rango que puede tener la matriz de coeficientes es dos, el sist
sera incompatible cuando el rango de la matriz ampliada sea tres, 0 sea, que su det
nante sea distinto de cero:

= 6+6+6-8-t°-27=-t"+ 18- 35 0 ;;t°—18+35=0.

t 3
M |[=]3 2
2t

w N

Resolviendo por la Regla de Ruffini, teniendo en cuenta que las posibles rai
reales tienen que ser t5y *7:

1 0 -18 -35
-5 -5 25 35
| 1 -5 7 0

Teniendo en cuenta que la ecuacidr-5x+7 =0 no tiene raices reales, la Unica
solucion real de la ecuacion obtenida es t = -5.

Para t # -5= Rang M# RangM' = Sistemalncompatilbe.

-5 3
Para t = -5 la matriz de coeficientess=| 3 2|, que tiene rango dos, por lo tanto:
2 5

Parat=-5= Rang M= RangM= 2= R incog = S. Compatible Determinada

—-5x+3y =2
Resolvemos para t = -5, en cuyo caso el sistemaes2y = -5 . (Notese que la
2x—-5y =3

suma de la primera y tercera ecuaciones es la segunda cambiada de signo).



Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la dltima, resolvemos:

-5x+3y=2 10x—-6y=-4
X+ 3y Ox -6y = 1%=-19 :; x=-1:;
X+2y=-5 9+ 6y=-15

&+ ¥=-5;-3=-5;;2y=-2;;y=-1
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