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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 

El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se 
le ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos 
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. 
Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean programables ni gráfi-
cas. Si algún alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podrá ser expul-
sado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora sin que tenga derecho a que 
le proporcionen otra. 
 

PROPUESTA A 
  
 

1º) Hallad, según el valor de a, el rango de la matriz 
















=
211

11

111

a

aM . 

---------- 
 

:Re01111

11

11

111
2323

2

Ruffiniporsolviendoaaaaaa

a

aM ⇒=+−−=−−−++==  

 
 1 -1 -1  1 

1   1  0 -1 
 1  0 -1 0  

1   1  1 
 1  1 0  

-1  -1 
 1 0  

 
 Las raíces diferentes son a1 = 1 y a2 = -1. 
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 Para a = 1 la matriz es 1
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 Para a = -1 la matriz es 2
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3º) Calculad  una ecuación del plano que pasa por el punto P(1, 2, -1) y es perpendicular 

a la recta 
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---------- 
 
 La expresión de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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Un vector director de la recta r puede ser cualquier que sea linealmente depen-

diente del vector 






−= 1,
3

1
,

3

2
'v , como por ejemplo ( )3,1,2−=v . 

 
El haz de planos perpendiculares a la recta r tienen como vector normal al vector 

director de la recta, o sea: ( )3,1,2−=n , y la ecuación general del haz de planos es la 
siguiente: 032 =+++−≡ Dzyxα . 

 
De todos los infinitos planos del haz, el plano π  buscado es el que contiene al 

punto P(1, 2, -1): 
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4º) Dada la función ( )
23

1

x

x
xf

+
−= , hallad su dominio, sus asíntotas, sus intervalos de cre-

cimiento, sus máximos y mínimos. Haced una representación gráfica de la función que 
refleje los datos obtenidos. 

---------- 
 
 Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto los valores reales 
de x que anulan el denominador: 
 

( ) RfDRxx ⇒⇒∈∀≠+ ,03 2  

 
 Las asíntotas horizontales son los valores de la función cuando ±∞→x : 
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 Las asíntotas verticales son los valores finitos de x para los cuales se anula el de-
nominador: Rxx ∈∀≠+ ,03 2 . 
 

La función no tiene asíntotas verticales. 
 
 Por ser el grado del numerador menor que el grado del numerador, la función no 
tiene asíntotas oblicuas. 
 
 Para estudiar el crecimiento y decrecimiento recurrimos a la primera derivada: 
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 Como quiera que el denominador es positivo para cualquier valor real de x, el 
signo de la derivada es el mismo que el del numerador: 
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 Para estudiar el crecimiento y decrecimiento en los tres intervalos en que las raí-
ces de la derivada dividen a la función, estudiamos el tramo intermedio al que pertenece 
el valor de x más sencillo posible, que es el cero: 
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 La función tiene un máximo o un mínimo relativo para los valores que anulan la 
primera derivada y, para diferenciar unos de otros recurrimos a la segunda derivada: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )xf
x

xxx

x

xxx

x

xxxxxx

x

xxxxx

x

xxxxxx
xf

''
3

3932

3

61862

3

48122626

3

2343·22

3

2·3·2·233·22
''

32

23

32

23

32

3232

32

22

42

2222

=
+

+−−=
+

+−−=
+

+−−−−+=

=
+

−+−+−
=

+

+−+−+−
=

 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ]

( )
( )

10
4

8·2

13

39312

13

31·91·312
1''

3332

23

−=⇒>=
+

++−−=
−+

+−−−−−
=− xparaMínimof  

 

( )
( ) 







 −−⇒−=−=
+

−=
−+
−−=−

2

1
,1:

2

1

4

2

13

2

13

11
1

2
PrelativoMínimof  

 

( ) ( )
[ ]

( )
( )

( )
30

12

24·2

93

32727272

33

33·93·332
3''

3332

23

=⇒<
−

=
+

+−−=
+

+−−
= xparaMáximof  

 

( ) 







⇒==

+
=

+
−=

6

1
,3:

6

1

12

2

93

2

33

13
3

2
QrelativoMáximof  

 
        Con los datos obtenidos anteriormente y teniendo en cuenta que la función se anula 

para x = 1, por lo que corta al eje X en el punto A(1, 0), y que para x = 0 es 
3

1−=y , cor-

ta al eje Y en el punto 






 −
3

1
,0B , se puede representarse la función cuya gráfica es la 

siguiente: 
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5º) Consideramos el plano de ecuación 143 =++≡ zayxπ  y la recta r que pasa por los 
puntos P(2, 0, -1) y Q(-2, 1, 2). Discutid, según los valores de a, la posición relativa de 
la recta y el plano. Hallad, en los casos en que sean paralelos, la distancia entre la recta 
y el plano. 

---------- 
 
 El vector director de la recta es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( )3,1,41,0,22,1,2 −=−−−=−== PQPQv . 
 
 La expresión de r por unas ecuaciones implícitas es: 
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 El sistema formado por el plano π  y la recta r es 
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 La distancia del punto ( )000 , yxP  al plano genérico 0=+++≡ DCzByAxπ  vie-

ne dada por la fórmula: ( )
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 Aplicando la formula al plano 0143 =−+≡ zxπ  y al punto P(2, 0, -1): 
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PROPUESTA B 

 

1º) Hallad, según el valor de a, el rango de la matriz 
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3º) Calculad  una ecuación del plano que pasa por el punto P(1, 2, -1) y es perpendicular 

a la recta 
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 (RESUELTOS EN LA PROPUESTA A) 
 

4º) Discutid, según los valores de a y b, el siguiente sistema: 
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Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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5º) Consideramos la función ( ) xxtagarcxf −= 2 . Calculad su dominio, sus intervalos 

de crecimiento, sus máximos y mínimos. Calculad f(0) y ( ) ( )xf
x

lím
yxf

x

lím

−∞→+∞→
. 

Dibujad una gráfica de la función que refleje los datos obtenidos. 
 

---------- 
 

 La función arc tan x se define como el único 




−∈
2

,
2

ππ
y  tal que tag y = x. La 

imagen de la función arc tan x es el intervalo 




−
2

,
2

ππ  y su dominio es R. 

 
 Teniendo en cuenta lo anterior, la función ( ) xxtagarcxf −= 2 , que es la suma 
algebraica de dos funciones continuas y derivables en R, es por ello continua y deriva-
ble en R, o sea: su dominio es R. 
 
 Sus intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
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 Teniendo en cuenta que el denominador es positivo para cualquier valor real de x, 
el signo de la derivada es el mismo que su numerador: 1;;101 21

2 =−=⇒=− xxx . 

 
Las raíces dividen el dominio de f(x) en los intervalos ( ) ( ) ( )∞−−∞− ,11,1,1, y ; 

para determinar el signo en cada uno de ellos, que es alternativo, estudiamos un valor 
sencillo en uno de ellos: por ejemplo el valor x = 0 del intervalo central: 
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 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo para los valores que anulan la 
primera derivada; para diferenciar cada caso recurrimos a la segunda derivada: 
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( ) ⇒==−= 00·20020 tagarcf   La función pasa por el origen. 
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 Con los datos obtenidos puede hacerse una representación gráfica aproximada de 
la función, que es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Nótese que la función es simétrica con respecto al origen. 
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