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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni
cas ni calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no e
rizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculador
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A
12 4
1°) Hallad, segun el valor de el rango de la matrizn ={1 a 4 |.
1 a a’
12 4 1 2 4
IM|=|1 a 4| = {Resando acada fila la anterior} = |0 a-2 0 |=
1 a a’ 0 0 a’-4

~(& Y- 4=(a- Ya- Ha+ I=(a-D(a+ D=0 = a,==2 ;; a,=2

1 2 4
Para a=-2 = [M|=|1 -2 4| = {C,=4C,} = RangoM =2.
1-2 4

12 4

Paraa=2 = |M|=|1 2 4| = {C,=4C,=2C,} = RangoM =1.
12 4

az -2
Para = Rango M =3
az?2
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Para a=-2 = RangoM =2

Para a=2 = RangoM =1
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2°) Hallad todos los valores depara los que se cumple qp% -dx=3.
1
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. - y-z+4=0
39) Calculad un punto y un vector director de la reet%lx ;’ +Z 0
X—2y+z=

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
producto vectorial de los vectores normales de los planos que determinan la recta.

Los vectores normales de los planos 8o (1, -1 -1) y n, =(1, -2, 1).

ik
n On =1 -1 -1|=-i-j- R+k- 2+j=-3-k=(-3 0, -1).
1-2 1

Un vector director de r es v =(3, 0, 1)

Una forma sencilla de hallar un punto de r es haciendo cero una de las varia
en su expresion dada por dos ecuaciones implicitas; por ejemplo, z = O:

r = y=-4;, x=-8.

X=y-z+4=0 X—y=-4 X—-y=-4
= =
X-2y+z=0 x-2y=0] —-x+2y=0

Un punto de r es A(-8, -4, 0).

Otra forma de hallar un punto de r puede ser expresando la recta r por unas €
ciones parameétricas:

r {x— y-z+4=0 x—z:—4+/1} 3

= = X=-4+3 ;; x=-2+—-A
X—2y+z=0 B x+z=2A 2

z:2/1—x:2/1+2—§)l:2+1)l=z
2 2

Por ejemplo, para = 0, se obtiene el punto de r: B(-2, 0, 2).
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X+ 2y+3z-14=0

2x+y-z-a=0
4°) Las rectas z{ y ss{ XTY72792% g6 cortan en un punto. Cal-

X—2y+3&-6=0 X+ y+az-6=0
culad todos los posibles valorescdg los respectivos puntos de corte.

Si las rectas se cortan en un punto significa que el sistema formado por las
rectas es compatible determinado, o sea, que los rangos de las matrices de coeficiel
ampliada son iguales e iguales al nimero de incégnitas, que es tres.

X+ 2y+3z-14=0
: : X=2y+XZ-6=0
El sistema que determinan las rectas es y
2x+ y-z-a=0

x+ y+az-6=0

y las matrices de coe-

1 2 3 1 2 3 14
- : 1 -2 3 1 -2 3 6
ficientes y ampliada som = y M'= .

2 1 -1 2 1 -1 a

1 1 a 1 1 a 6

Para que el rango de M’ sea 3 es necesario que su rango sea 0:

1 2 3 14 1 2 3 14
F2—>F2_Fl
1 -2 3 6 0-4 0 -8
=0 = F3—>F3—2F1 = =0 ;;
2 1 -1 a 0 -3 -7 a-28
F4—>F4_Fl
1 1 a 6 0 -1 a-3 -8
-4 0 -8 4 0 8 1 0 2
-3 -7 a-28/=0;; |3 -7 28-al=0;;|3 -7 28-a|=0 =
-1 a-3 -8 1 a-3 8 1 a-3 8
F, -~ F,—3F t o 2 7 22-a
=272 7t 510 -7 22-al=0;; =0;;-42-(a- 3(22-a)=0
F3—>F3_F1 a_3 6

0 a-3 6

42 (a- Y22a)=0;; 42+22a-a>- 66- =0 ;;a> - 2@+ 24=0

Q= 25N 625-96 _ 25+ 4529 _ 25+ 23 ~ oa-=

2 2 2

X+ 2y+ Z-14=0
X—2y+3&-6=0
2x+y-z-1=0
X+ y+z-6=0

Parao = 1 el sistema e . Para hallar el punto de corte despre-



ciamos una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, con lo cual resulta el sigui
X—2y+32=6

sistemai2x+ y-z=1 .
X+ y+z=6

Resolviendo por Cramer:

6 -2 3
1 1 -1
(o161 1| 6r3r12-18+6+2_11_ _
1 -2 3 1+ 6+ 2-3+1+4 11 —
2 1 -1
1 1 1
6 3
2 1 -1
16 1| & 36-6-3+6-12 22
Y= T 11 S 27
1-26
2 1 1
o1t 1 6] 6-12-2-6-1+24_33_,_.
11 11 11—

Paraal el puntode cortees A1, 2, 3)

X+ 2y+ ¥Z-14=0
X—2y+3&-6=0
2x+y-z-24=0
X+ y+ 24z-6=0
una de las ecuaciones, por ejemplo la cuarta, con lo cual resulta el siguiente sistt

X+ 2y+ & =14

x—- 2y+3z=6 . Resolviendo por Cramer:

2x+y-z=24

Paraoa = 24 el sistema . Para hallar el punto de corte despreciamos

14 2 3

6 -2 3
124 1 -1 28 18 144 144-42+12_304_76_
1 2 3 26 3 12+ 12-3+2 28 7
1 -2 3
2 1 -1




114 3

1 6 3

2 24 -1 - @& 72 84 36-72+14 56 _ _
28 28 T—

1 2 14

1 -2 6

2 1 24| - 48 14 24+56-6-48_-8__2_
28 28 28 7

Paraa24 el puntode cortees 8(7—76 2, -

2

7

)
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59) Calculad, si existen los siguientes limites:

[im lim  x+cos x+e* lim x+ cos x—e*
(xLx) Xtcos xte Xrcosx-e
X > O X = O X2 X > O X2
lim IIm Lx -o 00
(xLx): 0L O 0-(—oo):—0-oo = Indet = ——=——=-— = Indet =
X-0 X -0 4} ‘1 00
X 0
1
im [im
= {L'Hopital} = X - x=-0=0
{ P } X - 1 X -0 =

lim x+cosx+ex_0+1+e°_1+1_g_+c>o
X -0 NG 0? 0 0 —
”n] + —e +1- 0 - Iﬂn _ _ AX
X+ C0S X—e :0 1-e :1 1:9 — Indet = {L'Hopital} - 1- senx-e _
X0 x? 0? 0O O X -0 2X
1-0-e° 1-1 lim -cosx-e* -1-1
= = }:> = =-1

=0 — Indet. = {L'Hopital
0 X -0 2 2 =
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PROPUESTA B

12 4

1°) Hallad, segun el valor de el rango de la matrign ={1 a 4 |.
1 a a’

2°) Hallad todos los valores deara los que se cumple qpei— -dx=3.
X
1

X—y-z+4=0

39) Calculad un punto y un vector director de la rea{a
X—2y+z=0

(RESUELTOS EN LA PROPUESTA A)
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X+ y+z=3
4°) Discutid, segun los valores deel sistema de ecuaciones+2y-z=2+a .
2x+3y+az=5
Resolvedlo cuando sea posible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

11 1 11 1 3
M=|1 2 -1lyM'=|1 2 -1 2+a|.
2 3 a 2 3 a 5

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

111
IM|=|1 2 -1|= A+ 3-2-4+3-a=a=0.
2 3 a

Para a#0 = RangoM= RangoM '= 3=n° incognitas = Compatible Determinado

[ERN
=

1
11
-1 =
12
0

[ERN
N

Para a=0 = M = #0 = RangoM =2

N
w

11 1 3
-1 2| = {F,+F,=F,} = RangoM'=2
05

=
N

Para a=0 = M'=

N
w

Para a =0 = RangoM= RangoM'= 2< rP incég = Compatible Indeterminado

az0
Resolvemos por la Regla de Cramer pafeD; el sistema es compatible determi-
nado.
3 11
2+a 2 -1
(=l 5 3 a|_ &+ 32a)- 5 16 9 a(2+a)_ 6a+ 6+ 3a-6-2a-a’>_7a-a’ _
a a a a




1 3 1

1 2+a -1
y= 2 5 a| 3 2a)+ 5 6 p2ra)+5 %_A+a’+4-4-2a-3a_a’ -3a_
a a a a

a
11 3
1 2 2+a
,-123 5| 189 @3a)—12—5—$2+a)_2+4+2a—6—3a_:3__¢_z
a a a a
Solucion x=7-z;; y=a-3;;, z=-1
a=0
X+ y+z=3
El sistema resulta serx+2y-z=2, que es compatible indeterminado. Para re-
2x+ 3y =5

solverlo despreciamos una ecuacion, por ejemplo la tercera, y parametrizamos un
las incognitas, por ejemplo zZi=

+y+z=3 +y=3-4 | —-x-y=-3+/
i ez s N T = v

= 2= =
X+2y-z=2 — X+2y=2+A X+2y=2+A

X=3-A-y=3-A+1-21=4-31=X
x=4-31

Solucién {y=-1+24}, OAOR
z=A
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59) Calculad el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento, los extremos rel
vos y los puntos de inflexion de la funcidiix) = 2x° - 3x*. Haced una gréfica de la fun-

cion que refleje los datos obtenidos.

Por tratarse de una funcién polinémica y par, es continua y derivable en su do-
mino, que es R, y también es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

D(f)=R

Las funciones polindbmicas carecen de asintotas.

f(x) no tiene ninguna asintota.

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a su del
vada: f(¥=12¢ - 12¢ =12x%(x? -1).

f(x): 0> 12)(3(X2—1):0 = x=-1; x=0;; X=1

f'(x)<0 = Decrecimiato: (-, -1 0(0, 1).

f(x)>0 = x>1 = Crecimient : (-1, 0)0 (1, +)

Para que exista un extremo relativo en una funcion tiene que cumplirse que
anule la primera derivada y que la segunda derivada sea mayor 0 menor que cero.

fx)= 0= 128(x*-9=0= x=0;; x,=-1;; X, =1.

f ()= 60¢ - 36¢ = 12(5x - 3).

En el caso que nos ocupa se observa que la segunda derivada también se
para el valor que anula la primera derivaéia0)=0, en cuyo caso debemos generalizar

el concepto de extremo relativo teniendo en cuenta el siguiente teorema:

“Si f(x) es una funcién con derivada de orden n continua en un ajotak que
cumple quef (x,)=f (x,)= ----- f"*(x)=0 y f"(x,)#0, entonces:

1.- Si n es impar, la funcion f(x) es mondétona grskendo estrictamente crecien-
te cuandof "(x,) > 0 y estrictamente decreciente cuantdx,)<O0.

2- Si n es par, la funcién f(x) tiene un maximo relativo gouando f"(x,) <0 y
un minimo relativo cuanddé " (x,)>0”.
Veamos cual es la derivada que no se anula para x = O:



f (= 2468 - 7%= 24{10¢ -3 = f"(0)=0

£V (x)= 7202 - 72=74x* -1) = " (0=-72%0

Segun el teorema anterior, la funcién tiene un maximo relativo para x = 0.

f(0)=0 = Maximo relativo: O(0, 0)

f ('— ).=f ( :L: 1:25— 3):24>O = Minimos relativos para x=-1 y para x=1.

f()=2-3=-1 = Minimo relativo: A(-1 -1)

Por simetria con respecto al eje de ordenadas:

Minimo relativo: B(1, -1)

Los puntos de inflexidn se encuentran en los valores de x que anulan la segt
derivada y no anulan la tercera derivada:

fx)= 0= 12¢(%x*-3=0 = x =0 x2=—§ 3 xg=§.

Notese que el valor x = 0 anula la tercera derivada por lo cual no es un puntc
inflexion sino un maximo relativo, como se ha determinado con anterioridad.

f"'(—@)=24- —E . —§—3=—&/1_E>-_18:14 15¢O:> P.I. para x:—@.
° 3 5 5 5 5

3 2
o) (2] o (2] - 22 st

5 5) 125 25 125 125°
Punto de inf lexion: P(—g, —%15] 0 P(- 077, - 065)

Por simetria con respecto al eje de ordenadas:

Punto de inf lexion: Q(g —18—215)) 0 Q( 077, - 065)

Con los datos obtenidos puede hacerse una representacion grafica aproxin
gue es la representada en la figura siguiente:



2x8 =3¢

*kkkkkkkkk

><V






