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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni
cas ni calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no ¢
rizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculador
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Encuentra un vector de moédulo 1 que sea ortogonal a los veaterf@so, 1) y
v=(210).

Un vector ortogonal a los vectores=(1,0,1) y v =(2, 1 0) es cualquiera que sea
linealmente dependiente de su producto vectorial.
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w=ulv =
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=2j+k—i=-i+2j+k=(-1 2 1)=w.
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Si un vector se divide por su médulo resulta un vector unitario de las mismas
racteristicas del vector, que se llama “versor” del vector.

‘W‘ =J(- ¥+ 2+ 2 =J1+4+1=16. El vector pedido es el versor de, que es:

Versordew = W=[—i

2 1
& & ®
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lim & — xcosx—1

2°) Calcula: :
X —» 0 senx— x+ 1-cosx

lim g-xcosx-1 _€-0-1-1_1-1
X - 0 senx—x+ 1-cosx 0-0+1-1 0

:g = Indet = {L'Hopital} =

lim e -(1.cos x x senx) _ lim &-cos ¥ x senx_€-1+0_1-1_0
X-0 COS X1+ senx X -0 o©0s x1+senx 1-1+0 0 0

= =

I lim *e+ senx 1-senx+x -cosx €+ O0+0+0-1
= Indet = {L'Hopital} = = =1
X -0 — €N X+ CcoS X -0+1
lim € - xcosx-1 -1
X - 0 senx— X+ 1-cos x
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3°) Calcula el area de la region limitada por la funcifx) = Lx, la recta tangente a f(x)
en x = ey el eje de abscisas.

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente
funcidn en ese punto.

f (x):§ = m= (e):ézm. El punto de tangencia efd= Le=1 = Ap, 1).
Y 1 _1 _ La ecuacion de una recta cono-
— /,’ cidos un punto y la pendiente viene
— —— dada por la formulay- y = n{x-x,).
S //'
1 /ﬁ/ .
f(x)= Lx Aplicada al caso que nos ocupa:
7%’ ; — >
0O/1 e X 1 1
y-1="(x-¢)==x-1 =
€ €

— Recta tangentey = é X.

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que se indic
la figura adjunta.

De la observacion de la figura se deduce que el area pedida S, es la siguiente:

e

S=j5 - dx-[ Lx- dx. Resolvemos primero la integral indefinida [ Lx- dx:
0 e 1

1
=Lx-> du==-d
I:ILx-dx:> u X u X X:>I=Lx-x—J-x-1- dx=xLx—J-dx:
X

dx=dv- v=Xx

= xLx- x+ C=xLx-1)+C =1,

s=2 o] tuxele= (B -1 1)< 2 (S -o]-fele-3-2ua-1)-

2 e
=2l (1-9-(0-1)=£-1=22 ii=s.

*kkkkkkkkk



4°) Paraa(0, +«) determina el dominio y estudia la continuidad y derivabilidad de I:
funcion f(x):{ tra six=0

_ . Describe la funcion derivada f'(x).
L()? + a) si x>0

La expresiéni+a* esta definidadad(o, +«) y para cualquier valor real de x y
al(0, +o) esx+a>0, por lo cual el dominio de la funcién &§f)= R.

1+ a six<O0

_ sea derivable en R, es condicion ne-
L()? + a) si x>0

Para que la funciérf(x):{
cesaria, que sea continua en R.

La funcion f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es du
sa su continuidad. Para que la funcidén sea continua para x = 0 tiene que cumplirse
los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la fun.
en ese punto:

_ 0(1+aX): f(Q=1+1=2

X -0 X -
Para x=0 = — La=2= a=¢€’.
[im [im
1= T [Uera]= La

1+a six<O0 _ 5
f(x)= escontinuaen R para a=¢€".

L(x2+a) si x>0

La funcion resultaf(x) = Lre” six<0 :
L(x2 + ez) si x>0
La funcién f(x) es derivable para todo R, excepto para el valor x = 0, que es «
dosa su derivabilidad. Para que la funcion sea derivable para x = 0 tiene que ser de
ble por la izquierda y por la derecha y ser ambas derivadas iguales.

2&* si x<0

f'(x)=1 o _ = f'(0)={2 s! x=0 = { ¥ noes derivable para x=0.
1o si x>0 0 si x>0
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x (1+ g y-az=2a
59) Discute y resuelve, segun los valores,da sistema x+2y-z=2
x+ ay+(1+ a)z=1

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 1+a -a 1 1+a -a ?2a
M={1 2 -1y M=1 2 -1 2
1 a 1+a 1 a 1+a 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn de el siguiente:

1 1+a -a
IM[=]1 2 -1|=21+ - &-(1+ a+2a a(1+ g =(1+ - +3a-(l+a) =
1 a 1+a

=0
=1+ a a+r 3&(1+ 2a é):1+4a— d-1-2a d&=-24+2a=-2a(a-1)=0 = {2——1

az0
Para { ¢1} = Rango M= Rango M'=3= rf incog = Compatible determinado

11 00 110
Paraa=0 = M'=|1 2 -1 2| = RangoM'={C, C, C} = |1 2 2|=
10 11 101

=2+ 2-1=3#0 = Rango M'=3.

Para a=0= RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatilbe

12 -12
Paraa=1 = M'=|1 2 -1 2| = {F,=F,} = Rangode M'=2.
11 21

Para a=1 = RangoM= RangoM'=2< rf incog = Compatible indeterminado

Resolvemos en primer lugar el sistema en el caso de compatible determine
aplicando la regla de Cramer.



2a 1l+a -a

2 2 -1
|1 a 1+a|_ 443— @— 2&—(1+ a)+ 2a+2a2—2(1+a)2_
X= = =
- 2a(a-1) - 2a(a-1)
_ dar 4d-1-ar 2a- 1+2a+a’)_ @+ &°-1-2-4a-2a° _2a’+a-3_(a-1(2a+3)_
- 2a(a-1) - 2a(a-1) -2aa-1) -2ala-1)
2a+3
= =X.
—-2a
1 2a -a
1 2 -1
_|1 1 1+a]_ 2 9- a- 2a+ 2a+1-2al+a) _ 2+ 2a-a+1-2a-2a° _
R P ) ~2aa-1) ~2aa-1)

_3-a-2a° _-(2a’+a-3)_-(a-1)(2a+3)_2a+3_

- -2ala-1) -2afa-1)  -2ala-1) 2a

1 1+a 2a
1 2 2
|1 a  1|_ 228+ 41+ d-4a-2a—(1+a) _ 2+ 22 +(1+a)-6a _
zZ= = = =
- 2a(a-1) - 2a(a-1) - 2a(a-1)

_2+2@+1-5a_2a°-5a+3_(a-1(2a-3)_2a-3_

-2ala-1)  -2ala-1) -2ala-1) -2a

X+2y-z2=2
Resolvemos ahora pasia= 1 en cuyo caso el sistema<es 2y-z=2, equivalen-
X+ y+2z=1
Xt2y-z=2

te al sistem{ , que es compatible indeterminado. Hacienda :
X+ y+2z=1

>y=%3 ;;x=F 2A-y=1-21-1-31=-5A=x.

X+2y=2+A X+2y=2+A
X+y=1-24] —-x-y=-1+21

X=-54
Solucién {y=1+34, OAOR
z=A
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PROPUESTA B

1°) Encuentra un vector de moédulo 1 que sea ortogonal a los veaterf@so, 1) y
v=(210).

lim & — xcosx—1
X - 0 senx— X+ 1-cosx

2°) Calcula:

3°) Calcula el area de la region limitada por la funcifx) = Lx, la recta tangente a f(x)

en x = ey el eje de abscisas.
(Resueltos en la Propuesta A)

4°) Enuncia el teorema de Bolzano y Usalo para probar que la ecuaaiénx tiene
una solucién. Debes justificar adecuadamente por qué es unica. (Puede serte util di
las graficas de las funciones f(x) = x y g(x) = cos x).

El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma: “Si una funcic
es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de
tinto signo, entonces existe al menos un valofa, b) tal que f(c)=0".

Haciendo uso de la recomendacion, se representan graficamente las funcic
f(x) = xy g(x) = cos x:

YA

g(x) = cos x T f(x) =x

~ o X ™
/TN Y ’\'/'\x

-éﬂ: \ -7|1 / oml

Como se observa, el punto de corte es Unico, lo que implica que lo es la soluc
como se nos pide demostrar justificadamente.

Sea la funciontfy= (Y- o x)= x—-cosx, que es continua en R pos ser la suma de
dos funciones continuas en R, por lo cual le es aplicable el teorema de Bolzano a ¢
quier intervalo finito considerado.

Se trata de encontrar dos valores finitos deyxb, tales que: &) < 0y f(b) > 0O:



Por ejemplo (utilizamos la grafica de las funciones):
f( 0= 6- cos0=-1<0 ;; f(m)=m-cosm=m—(-)=m+2>0

Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmar que la funcién f(x) = x — co
tiene al menos un punto de corte con el eje OX en el intefeal) y, como conse-

cuencia, la ecuacion x = cos x tiene al menos una solucién en el int@vajoLa so-
lucion Unica es x = m, como se observa en la figura.

Vamos a demostrar ahora que la solucion es Unica.

El teorema de Rolle dice que: “Si h(x) es una funcion continua en el interve
[a, b] y derivable en(a, b) y si se cumple que h(a) = h(b), existe al menos un punt
c(a b) tal que h’(c) = 0".

Por otra partel §=1+senx=0 = senx=-1= x=2kr-Z, OkOZ.

Teniendo en cuenta que el recorrido de g(x}-as1], y que f(x) = x, todas las
posibles raices de h(x) tendrian que estar en este intervalo.

Si la funcién h(x) tuviese otra raiz reatal que, por ejemplo, -1ss<m <1, se
tendria que cumplir qué(o)= Hm)=0, con lo cual se le podria aplicar el teorema de Ro
lle a h(x) en el intervaloo], m], perteneciente al intervale1, 1], lo que implicaria que
existiria un valorcO(o, m) tal queh'(c)=0 y esto vamos a demostrar que es imposible
puesto que las soluciones Hé) son de la formax= 2kr-2, OkOZ, que no pertenecen
al intervalo[-1, 1].

Lo anterior demuestra que la solucién de la ecuacion x = cos x es unica.
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5°) Para los puntos A(1, 0, 2) y B(-1, 2, 4) y larecta r de ecua&"é%' = y_lzzT_l:

a ) Calcula la ecuacion del plamdormado por los puntos que equidistan (estan a I:
misma distancia) de Ay B.

b ) Calcula la ecuacion del planoparalelo a r y que pase por Ay B.

¢ ) Encuentra otro plang’ de modo que la interseccion aen’ y n”” sea exactamente
un punto.

a)
El punto medio de A(1, O, 2) y B(-1, 2, 4) es M(O, 1, 3).

Los puntos A(1, 0, 2) y B(-1, 2, 4) determinan el veaierBA=(2, -2, -2).

El plano pedidar es el que tiene como vector normal a cualquiera que sea
nealmente dependiente de=(2, -2, -2) y contiene al punto M(0, 1, 3).

La expresion general dees de la forman= x- y-z+D=0. Como contiene al
punto M tiene que satisfacer su ecuacion:

m=x-y-z+D=0
= 0-1-3+D=0;; D=4.
M(o, 1, 3)

T= X—-y-z+4=0

b)
El planon’, por ser paralelo a r tiene como vector director el vector director de
que esv =(2, 1, 3) y por pasar por Ay B tiene como vector directar a(2, -2, -2).

x-1 vy z-2
La ecuacioén general dées la siguienteﬁ(A u, V)s 2 -2 -2|=0:;
2 1 3

- (6c )2 # (2 pr (- Pr B ) §= 05— 4x-1-120y+6z-2)=0 ;;
- b+ §- &- 2= 0;; - 2+ 5y-%+6=0.

JTE 2x+ 5y—Z+4=0

c)
Los planosn= x- y-z+4=0 Yy n = 2x+ 5y- Z+4=0, por ser sus vectores norma-
les linealmente independientes, son secantes.



Tres planos se cortan en un punto cuando el sistema que forman es compa
determinado, o sea, que la matriz de coeficientes sea regular (determinante distint
cero). Existen infinitos planos que cory «’ determinan un sistema compatible deter-
minado; vamos a tomar, por ejemplo, el plarne x=0.

1 -1 -1
La matriz de coeficientes del sistema que forman€s2 5 -3|, cuyo deter-
1 0 O
1 -1 -1
minante e$A|=|2 5 -3|=3+5=8#0.
1 0 O

m'=x=0
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