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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 

El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se 
le ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos 
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. 
Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean programables ni gráfi-
cas ni calculen integrales. Si algún alumno es sorprendido con una calculadora no auto-
rizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora sin 
que tenga derecho a que le proporcionen otra. 
 
PROPUESTA A 
  
1º) Sea f(x) una función positiva en el intervalo [1, 5], así ( ) 0≥xf  para 51 ≤≤ x . Si el 
área limitada por f(x), el eje de abscisas (eje X) y las rectas x = 1 y x = 5 es igual a 6, 
calcula el área del recinto limitado por la función ( ) ( ) 2+= xfxg  y las mismas rectas. 
 

---------- 
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2º) Calcula el siguiente límite: 
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3º) Si 







=

23

12
A  y 







 −
=

20

11
B , determina la matriz X despejándola previamente de la 

ecuación matricial BXAXA =−2 . 
 
(Observa las dimensiones que ha de tener la matriz X para que la ecuación matricial 
tenga sentido) 
 

---------- 
 
 ( ) XABAXBXABXAXA ·2;;2 +=+==− . 
 
 Multiplicando los dos términos por la izquierda por la matriz inversa de (B + A): 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒==+++=+ −−− XXIAABXABABAAB ·2·;;··2· 111  ( ) AABX ··2 1−+= . 
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 Para hallar la inversa de (B + A) se utiliza el método de Gauss-Jordan. 
 

 ( ) { } { } ⇒−→⇒









⇒→⇒










=+ 122

3
1

13
1

1 3
10

0

43

01

10

01

43

03
/ FFFFFIAB  

 

{ } ( ) 








−
=+⇒











−
⇒→⇒











−
⇒

−

4
1

4
1

3
1

1

4
1

4
1

3
1

24
1

2
3
1 00

10

01

11

0

40

01
ABFF . 

 
 Sustituyendo en la expresión de X y operando: 
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4º) Prueba que para cualquier valor de α ≠ 0, los planos 01 =−+≡ azayxπ  y 

0222 =−+−≡ azayxπ  se cortan en una recta r. Calcula la posición relativa de r respecto 
del plano que pasa por el origen de coordenadas y los puntos A(1, 0, -6) y B(0, 2, α + 3) 
(se supone que α ≠ 0 para que r esté definida). 
 

---------- 
 
 Los vectores normales de los planos son ( )aan −= ,,11  y ( )aan 2,2,12 −−= , res-
pectivamente. 
 
 Los vectores 1n  y 2n  son linealmente independientes por no ser proporcionales 

sus componentes, independientemente del valor de α, por ser 0,,
21

1 ≠∈∀≠
−

aRa
a

a , lo 

que prueba que 
 

Los planos π1 y π2 se cortan en una recta r. 
 
 Los puntos A(1, 0, -6) y B(0, 2, α + 3) con el origen de coordenadas determinan 
los vectores ( )6,0,1 −== OAu  y ( )3,2,0 +== aOBv . 
 
 La expresión general del plano β que contiene al origen y a los puntos A y B es la 
siguiente: 
 

 ( ) ( ) ( ) 0231203122;;0

320

601,; =++−≡⇒=+−+=
+

−≡ zyaxyaxz

a

zyx

vuO ββ . 

 
 El vector normal del plano β es ( )2,3,12 −−= an . 
 

 La recta r definida por los planos es 




=−+−
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≡
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0

azayx
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r . Un vector director de r 

es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores 
normales de los planos que la determinan: 
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 Los vectores ( )2,3,12 −−= an  y ( )1,1,0=rv  son linealmente independientes, por 
lo cual: 
 

La recta r y el plano β no son perpendiculares, para cualquier valor real de α. 
 
 El producto escalar de los vectores ( )2,3,12 −−= an  y ( )1,1,0=rv  es: 
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( ) ( ) 1012301,1,0·2,3,12· −=⇒=−−=+−−=−−= aaaavn r . 

 
Para α = -1 la recta r y el plano β son paralelos y, como quiera que los dos contie-

nen al origen de coordenadas: 
 

Para α = -1 la recta r está contenida en el plano β. 
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5º) Calcula el dominio y representa gráficamente la función ( )
1+

=
x

x
Lxf . 

---------- 
 
 El dominio de la función f(x) es el conjunto de valores reales de x que hacen que 

0
1

>
+x

x , lo cual se observa claramente a través del gráfico adjunto. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 Asíntotas horizontales: son de la forma y = k, siendo k el límite cuando x tiende a 
infinito o menos infinito de la función. 
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 Asíntotas verticales: son de la forma x = k; son los valores finitos de x para los 
cuales el valor de la función es más o menos infinito. En el caso que nos ocupa, que es 
una función logarítmica, las posibles asíntotas verticales son los valores de los límites 
laterales de los extremos de los dominios de existencia de la función. 
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⇒  La recta x = -1 es asíntota vertical con tendencia a más infinito. 
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⇒  La recta x = 0 es asíntota vertical con tendencia a menos infinito. 
 
 La representación gráfica, aproximada, es la que observa en la figura adjunta. 
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PROPUESTA B 
 
 
1º) Sea f(x) una función positiva en el intervalo [1, 5], así ( ) 0≥xf  para 51 ≤≤ x . Si el 
área limitada por f(x), el eje de abscisas (eje X) y las rectas x = 1 y x = 5 es igual a 6, 
calcula el área del recinto limitado por la función ( ) ( ) 2+= xfxg  y las mismas rectas. 
 

2º) Calcula el siguiente límite: 
xsen

ex

x

lím x

2

1
0

−+
→
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3º) Si 







=

23

12
A  y 







 −
=

20

11
B , determina la matriz X despejándola previamente de la 

ecuación matricial BXAXA =−2 . 
 
(Observa las dimensiones que ha de tener la matriz X para que la ecuación matricial 
tenga sentido) 
 

(Resueltos en la Propuesta A) 
 
 
4º) Enuncia el teorema de Rolle. Encuentra los ceros de la primera derivada de la fun-
ción ( ) axxxf +−= 123 . Usa finalmente la información previa para probar que, con inde-
pendencia del valor de α, la ecuación 0123 =+− axx  no tiene dos soluciones distintas en 
el intervalo [-2, 2]. 

---------- 
 

El teorema de Rolle se enuncia del modo siguiente: “Si f(x) es una función conti-
nua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si se cumple que f(a) = f(b), existe al 
menos un punto ( )bac ,∈  tal que f’(x) = 0”. 
 
 ( ) 2;;2;;04;;0123' 21

22 =−==−=−= xxxxxf . 

 
 La función f(x) es continua  y derivable en R, independientemente del valor real 
de α, por lo cual le es aplicable el teorema de Rolle a cualquier intervalo finito que se 
considere. 
 
 Considerando el intervalo [-2, 2] se tiene que: 
 
 ( ) ( ) ( ) aaaf +=++−=+−−−=− 162482·1222 3 . 
 
 ( ) aaaf +−=+−=+−= 162482·1222 3 . 
 
 Como se observa, ( ) ( ) Raff ∈∀≠− ,22  y además, ( )2−f  y ( )2f  tienen distinto 
signo; esto significa (según el teorema de Bolzano) que f(x) tiene una raíz real μ en el 
intervalo [-2, 2], tal que -2 < μ < 2. 
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 Si la función f(x) tuviese otra raíz real σ tal que, por ejemplo, -2 < σ < μ < 2, en el 
intervalo [-2, 2] se tendría que cumplir que ( ) ( ) 0== µσ ff , con lo cual se le podría apli-
car el teorema de Rolle a f(x) en el intervalo [σ, μ], perteneciente al intervalo [-2, 2], lo 
que implicaría que existiría un valor ( )µσ ,∈c  tal que ( ) 0' =cf  y esto se ha comprobado 
anteriormente que es imposible, puesto que las soluciones de ( )xf '  son -2 y 2. 
 
 Lo anterior demuestra que  
 

[ ]2,2int0123 −=+− enasdistsolucionesdostienenoaxxecuaciónLa  
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5º) Discute el sistema 
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 dependiente de los valores del parámetro α y re-

suelve completamente en los casos en que sea posible. 
 

----------  
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
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b ) 
 Resolvemos en primer lugar el caso de compatible determinado por Cramer. 
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 Resolvemos ahora en el caso de α = -2 en cuyo caso el sistema es compatible in-

determinado; el sistema resulta 
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