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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni
cas ni calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no ¢
rizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculador
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Calcula el valor de m para que la relcta’z—(: y=z y el planon= x y+mz=4 for-

men un angulo de 30°.

El angulo de 30° que forman el plang la recta r es el complementario del an-
gulo a que forman el vectov, =(2, 1, 1), director de r, y el vecton =(1, -1, m), normal
al planon.

Sabiendo que el angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de

ducto escalar:
A. Menguiano



—_—

r‘ .COST => COSQ = sen3(P— Vi N (2131 lm) _

H JZ+ B+ 2 JE+(-1) +

vV Nn=

1 2-1+m 1+m 1
== = =2 prm)=\d2rm?) i 41 m) = el2+ ) ;;
2 N A 11+ 1+ m? \/_6-1/2+m2 2 é ) Z( ) 6( )
2-(1+2men?)= g 2n?) ;2 4w 2h= 6 AF P-4+ 4=0;; (M- =0=>m=2.

Las rectas r y s forman un angulo de 30° para m = 2.
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cosb senb 0O
2°) Encuentra los valores dey b para los que A -'A |, siendoA=| -senb cosb 0

0 0 a
e | es la matriz identidad de orden 3% amatriz traspuesta de A.

cosb senb 0) (cosb —-senb 0 cos¥ B sehb —senb -cosb 0

A-A" =| —-senb cosb O|-|senb cosb 0|=|- senbcosb sedb+cosb 0 |=
0 0 a 0 0 a 0 0 a’
1 -senb -«cosbh 0 1 00
senb -cosb=0| 1sen2b=0| sen2=0
=| —senb -cosb 1 0|=|0 1 0| > 21 2 g 22q =
0 0 a) oo 1 a= a= a=
2b=0°+2k7T}
= .
a=%1

=-1 =1
Soluciones y % , 0kOZ
b=km b=km
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3°) Calcula la primitiva de la funcion(x)= n 1X2

_f[ A, B\ _ A A+B+BX  _
(=] (-0 0yl s o e
:j(_ At B)X+2(A+B)d)(:> _A+B:O} = ?2B=1=> B:l v A:l =
1-x A+B=1 2 2
= f(x)=j(1/2 1/2jd———l_|1 x|+ L|1+x|+c:_5L:L Xl+c.
1-x 1+x 2 |1-x
1 |1+2), o1 .
f(2)—2L12 C=L3+C. *)
2X

[im 24 )
'—(X 1)_L_1:9 = Indet = {L'Hopltal} = >
X-0 X 0 O X-0 1 X -0 x“+1

x2+1_ Hm  2x 9_0
S == 12

Igualando el valor del limite obtenido con la expresion (*):

—L3 e J+x|_v3  1+Xx
1x 1-x
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4°) Un segmento de longitudse apoya en los ejes coordenados del primer cuadran
determinando con ellos un triangulo rectangulo. Hallar el valor minimo de la absc
gue se apoya para que el area del triangulo mencionado, de hipdtesesaaximo

El area del triangulo es=% XY,

(*)

Para expresar el area en funcion de una sol
variable y aplicando el teorema de Pitagoras:

=X+ y = y=+/’>-x". Sustituyendo este
valor en la expresion (*) resulta:

=2 o =L e

S 1 20°x-4x> 1 0*x-2x° _

=0= (?-2x*=0; x:@
2 2.0 =-x* 2 xJ0P-x®> 2 \pP-x? 2

El valor de y esy=~/r?—x2 =, [¢? é—:\/g_—_ =X.

La igualdad de las coordenadas hacen que el tridngulo rectangulo también
isésceles.

Vamos a justificar que se trata de un maximo para el valor de x encontrado

—2X £2—2x
—Ax-A0P=xE =P -2f) —— =2 —4.+/0?
g=1. ( ) 2:NIE=XE X \/é -
2 (gz_xz)2 2 02 —x?
—4.(02- x?)+ 12 - 22
X N _X AP ACHP -2 x o X -3 e
2 % R (N e N (N
2
2 2. £—3z2 _op?
()2
2 2

. =-2< 0= Max c.q. .
( J/ zz z?\/?z L —
07 - \/—
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59 Enuncia el teorema de Rouché-Frébenius. En funcion del paramdiscute y re-
xt y+z=a

suelve cuando sea posible el sistema de ecuaciones linealgsaz=1.
xt+ay+z=1

El teorema de Rouché-Frébenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucidén es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al numero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el numero de incognitas. La condicién necesaria y suficiente para g
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incégnitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

111 11 1a
M=11 aj]yM=|11 al].
1 al 1 all

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de el siguiente:
111

IM[=|1 1 a|=1 & a1-d-1=2a1-& =—(- 2+ )=—(a-1° =0 = a=1.
1 al

Para a#1= RangoM= RangoM'= 3= rf incog.= Compatibledeterminado

1111
Paraa=1 = M'=|1 1 11| = Rangode M'=1.
1111

Para a=1= RangoM= RangoM'=1< rf incdég = Compatible indeterminado

(Dos grados de libertad)




Parao # 1 el sistema es compatible determinado; resolvemos por Cramer:

11
1 a
a1l

.

_atata-l1-a’-1_-a'+3%a-2_a'-3a+2_(a-1*(a+2)__. . _
= = = = =a+2=Xx.
~(a-1)° ~(a-1)° -(a-1f  (a-1y (a-1)°

X=

1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 0

Las raices diferentes s@= 1y a,=-2 = & - 3a+2=(a-1’(a+2)

1 al
11 a
y= 11 1] _wi+a’-1-a-a_a’-2a+l_ (a-1) 1oy
-(a-1y -(a-1y -(a-1? -(a-17 =—=
11 a
111
oot @ 1] _lra’+l-a-a-1_a’-2a+1_ (a-1y s =g
-(a-1) -(a-1) -(a-2)  -(a-1)f
Xx+y+z=1
Parao = 1 el sistema esx+ y+z=1, equivalente al sistemfx+ y+z=1 que es
X+ y+z=1
compatible indeterminado.
Haciendox=4 e y=yu:
X=A
Solucién < y=u , UA, uOR.

z=1-A-u
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PROPUESTA B

1°) Calcula el valor de m para que la reucza)z—(: y=z Yy el planon= x y+mz=4 for-

men un angulo de 30°.
cosb senb O

2°) Encuentra los valores dey b para los que A - A |, siendoA=| -senb cosb 0

0 0 a
e | es la matriz identidad de orden 3'amatriz traspuesta de A.
Y ., I 2
3°) Calcula la primitiva de la funcion(x) = 1_1x2 de modo quef(2)= Imo '-(XX+1)_

(Resueltos en la propuesta A)

4°) i) Si h(x) es una funcion tal que h(0) = 0 y h’(0) = Yy =e>""™! aplica la regla
de la cadena para calcular la derivada g’(0).

ii ) Calcula los posibles valores deb y ¢ para los quef{ 3= aLx+ bx+cx? tiene en el

punto P(1, 0) un minimo relativo y cumple cylém f(x) =1.

— 400 X2

)

La regla de la cadena se utiliza para derivar funciones compuestas, es decir,
ciones que son, a la vez, funciones de otras funciones. Si una funcion es a su vez
posicion de dos funcioneége f)(x)= f[g(x)], su derivada es de la siguiente forma y se

denomina “regla de la cadend’s (3= f{ dx]= g f(x)]: f'(x).
g9 ={e= = { sefi s 600 = nfy) cos[K)] et

g'(O):{esen[h(x)]}':{ Seh H ))]}' esen[h(x)] = h( ')0 'Cdﬂ'( )} esen[h(O)] = 1.cos0-e*™ =

1-1e°=1-1-1=1.
g'(0)=1

i)
Por pasar por P(1, 0) é$1= 0= f()=a i+ b+c=0;; b+c=0. (1)

Para que una funcion tenga un minimo relativo en un punto es condicion nece
ria que se anule su primera derivada para el valor de la abscisa de ese punto:

f'(x)=%+b+ xx = f(1)=0;; %+ b+ 2c=0;; atb+2c=0. (2)



lim f(x) [im alLx+ bx+ cx? 1o [im aLx+ lim b+ [im
2 X400 X2 X o 400 X X o +0o

X - +0 X2 X _ 400 X

e ()

Sustituyendo en (*) los valores obtenidosi -0+ 0+c=1= c=1.

Sustituyendo en (1) el valor delct 1=0 = b=-1.

Sustituyendo en (2) los valores de b ye:1+ 2=0 = a=-1.
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59 Sean A(2, -1, 0), B(-2, 1, 0) y C(0, 1, 2) tres vértices consecutivos de un parals
gramo ABCD.

i ) Determina el vértice D.

ii ) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el centro (punto de corte de sus diac
les) del paralelogramo ABCD y que es perpendicular al ptape los contiene.

1)
A B
D C
AB=B-A=(- 2,1 0-(2-10=(-420) -x=-4
AB=DC = = 1-y=2} =
FCZC—D#O,],Z)—(X y z):(—x,l—y, 2_2) 2-2=0
x=4
= {y=-1t = D(4, -1, 2).
z=2
i)

Los puntos A(2, -1, 0), B(-2, 1, 0) y C(O, 1, 2) determinan los vectores:
u=AB=(-4,20).
v=AC=C-A=(012-(2-10=(-22 2).
La expresion general del plan@s la siguiente:
Xx-2 y+1 z

n(A u, V)E -4 2 0|= 0;6x P &+ &+ §y+1=0;;(x-I-z+Ay+1)=0;;
-2 2 2

X—2-2+2y+2=0= m= x+2y-z=0.

El punto medio del paralelogramo es, por ejemplo, el punto medio del segme
de extremos Ay C (también es el punto medio de B y D):

M = A;C - (2’_“);(0'1 2 M(1 0, 1).




Un vector normal del planoes n =(1, 2, -1).

La expresion de la recta r, expresada por unas ecuaciones paramétricas, es
guiente:
X=1+A
rs<y=24A
z=1-A
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