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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) qu

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios dist
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni
cas ni calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no ¢
rizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculador
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Dibuja dos vectores y el vector diferencia de ambos. Calcula el angulo que forr
dos vectores distintosi y v que tienen el mismo modulo que el vector diferencia de

ambosu - v . (Puede serte Util el dibujo previo)
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Figuraa

La figurao representa la contestacion
de la primera parte del ejercicio.

En la figura b se refleja la segunda parte del ejercicio. El triAngulo ABC es eq
latero, por lo cual, los vectores forman un angulo de 60°.
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2°) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y con determipydnte. Calcula los de-
terminantes de la matriz 2 - A, la inversdyAla traspuesta ‘A

Sabiendo que el producto de una matriz por un nimero real es la matriz que re
ta de multiplicar todos y cada uno de los elementos de la matriz por ese niumero y
si se multiplican los elementos de una linea de un determinante por un nimero re
valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero:

| 2A|= 2|A|= 8:216 = |2-A|=16.

1

Sabiendo quat =+ = |A?|=
A Al

-1 =3 ‘A‘l‘zl.
2 2

El valor del determinante de una matriz traspuesta es igual que el valor del de
minante de la matriz} A'|=| A|=2.
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X

3°) Estudia la continuidad de la funcidfx)=1 o¢ _1
a six=0

sl x#0 , dependiendo de los va-

lores den.

La funcion f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es du
sa su continuidad. Para que la funcidn sea continua para x = 0 tiene que cumplirse
los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la funi
en ese punto:

Para x=0 = XFO leo e -1 - = a=1
im im
. f(x)—x_) a=1(0)=a

- X _ 2 0 _ 2 _1\2 7 . _ . X
*) im (ez 1) =(eO 1) =(l 1 =9:>Ind. = {L'Hopital} = im J—]LZ ¢ ; € -

X0 e -1 e’ -1 1-1 0 X-0 2x.¢e

1 — . aX —_ . 0 i X, —_ et

fim =(é( ])ze :(eo ])Oe =9:>|nd.:>{L'HopitaI}:> m _ e Zé+(ex ]) ? =
X - 0 X- e¥ 0-e 0 X-0 1.6 +x-2x-€

_é-8+(¢-1.¢ _ 1m(r91_1+0_,
1€+ 0-0-€° 1-1+0 1+0

La funcién es continua en toda la recta real parél.
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4°) a )Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange.

., ¥ Senx Si X717
b) Parala funC|orf(x)={ _ ;
a -cosx+bsix>m

i ) Estudia la derivabilidad de f(x) en funcién @g b; expresa la funcion derivada f'(x)
donde exista.

i ) Calcula el &rea que determina la funcién f(x) en el inter{cala].

a)
El Teorema del Valor Medio del calculo diferencial, también conocido com
Teorema de Lagrange, se puede enunciar del modo siguiente:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervadg Ip] y derivable end, b), enton-
ces, existe al menos un purdo(a, b) que cumple:f'(c):W”.
%Y La interpretacion geométrica puede
f(b) R apreciarse mas facilmente mediante la

/ figura adjunta.

Considerada la funcion f(x), conti-
nua en ¢, b] y derivable en (ob) existe,
por lo menos un punto N perteneciente al
intervalo @, b) en el que la recta tangente
a la gréfica f(x) es paralela a la cuerda
gue une los puntos P y Q de coordenada:

o c b X' “8a 4] ydb 10).

b)

fa)—F

I ) Independientemente de los valores reales yib, la funcion f(x) esta definida
para cualquier valor real de x.

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicién necesaria que
continua en ese punto. El punto que ofrece duda de continuidad y derivabilidad es |

X =T.

En primer lugar determinamos los valoresudeb para que la funcién sea conti-
nua en x 3t

lim f(x)= lim (x senx)=f(m)=m-0=0

X T X IT —
Para x=m = | i = a=b
im im -
. f(x)= (a-cos x+h)= —a+b
X - 7T X - 7T




La funcién es continua en R para b.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales existen y
iguales.

-a-sent=0 six>rT

\_ | senx+ xcosXx sixs7mw .
f(x)—{ —a-senx six>m ()

{senﬂ+ JICOSIT=-7T SIi X<TT

La funcién f(x) no es derivable para xi=
i)

El valor del &rea pedida es la siguiente?;j % senx- dx.
0

En primer lugar determinamos el valor de la integral indefinid{a X senx- dx
por el método de integracion por partes:

=X -(—cosx)—j—cosx- dx=

X= U - dx=du
I:j X senx-dx = = |
senx dx=dv- v=—-cosx

=— XCO0S X'ICOS X dx— XCos x senx.

8| x senx dx[- xcos x senx|; = (- cos-senn)-(~ 0-cos0-sen0)=
0

=n1-0-0=n1.

S=mu?
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X+ y—-52=-3 -
59 Encuentra el valor dez a para que las rectass Y y s= x+1=Y3-X
-2x+z=1 a 2
sean paralelas. Para el valorodgue has encontrado, calcula la ecuacion del plano gL

contiene a ambas rectas.

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que so

siguientes:n, =(1,1, -5)y n, =(- 2 0, 1).
i ok
v, =| 1 1 -5|=i+10j+2k-j=i+9j+2k = v, =(1, 9, 2).
-2 0 1

Un vector director de la recta s es=(1, a, 2).
Para que las rectas r y s sean paralelas en condicidon necesaria que sus ve

directores sean linealmente dependientes, 0 sea, que sus componentes sean directe
proporcionales:

—=—=E = a=9. Las rectas ry s son paralelas para9.
a

Un punto de larecta s es A(-1, 3, 0).

Para encontrar un punto de la recta r la expresamos por unas ecuaciones pal
tricas:

+y-5z2=-3
rE{X ymsz = x=4A ;Zz= 1t 3 ;;y=—-Fx+ Z=-F A+ 5100 =2+901=y =
-2x+z=1 —
X=A
= r=1y=2+91 = Un puntoderes B(0, 2, 1).
z=1+21

Los puntos A(-1, 3, 0) y B(0, 2, 1) determinan el siguiente vector:

u=AB=B-A=(02)(-1309=(1-11).

La expresion general del plan@ue contiene a las rectas r y s es la siguiente:
x+1 y-3 z

ﬂ(A u, W)E 1 -1 1= 0;- &x 1+(y 3+ 92+ z- dx+1)-Ay-3)=0 ;;
1 9 2



- @x)4( y )8 1& 0 {pe¢ )#(y B 1@= 0 1k+ 1+ y-3-10z=0.

= 1Ix+ y-10z+8=0
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PROPUESTA B

1°) Dibuja dos vectores y el vector diferencia de ambos. Calcula el angulo que forr
dos vectores distintosi y v que tienen el mismo modulo que el vector diferencia de

ambosu - v . (Puede serte Util el dibujo previo)

2°) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y con determipydnte. Calcula los de-
terminantes de la matriz 22, la inversayAla traspuesta ‘A

e-1f
3°) Estudia la continuidad de la funcidfx)={ o= _1 > **°, dependiendo de los va-
a six=0

lores deu.
(RESUELTOS EN LA PROPUESTA A)

4°) Calcula el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento, maximos y minin
y los puntos de inflexién de la funciém(x = x-e*. Con los datos obtenidos, haz una

representacion grafica aproximada de f(x).

El dominio de f(x) es R.

Las asintotas horizontales son los valores finitos que toma la funcion cuand
tiene a mas infinito o menos infinito.

Iim Iim X
f(x): (x e)=°° 0 =
X — +oo X — too o
lim [im _ — 00 lim X
f(x)= (x &)= e"="2=-2 = Indet = Sl
X - —0 X - —00 e 00 X 5 —00 e

= L'Hopital = —~ =

lim 1 lim (_ ex) lim

El eje —X es asintota horizontal de la funcion.

No tiene asintotas verticales ni oblicuas.
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:
{ ) 1.6+ x-¢=¢&(1 % ;; f(¥=0= &(1+x)=0;; 1+x=0;; x=-1.

f'(x)<0 = x<-1 = Creciente (-, -1)




f'(x)>0 = x>-1 = Decreciers (-1, +)

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en su dominio y de la observacion de
intervalos de crecimiento y decrecimiento, se deduce que para x = -1 la funcién tiene
minimo (que es minimo absoluto), como justificamos a continuacion.

(e & (1 J+ & =2+ f'(—]):e‘l(z—l):%>03 Minimo, cq.j.

_.,
[
=
I
|
=
(0]
i
I
|
oIl

= Minimo: M(—l —}j.
e

Una funcién es convexal) cuando la segunda derivada de la funcién es positiv
y es concavdgn) cuando la segunda derivada es negativa.

x>-2- f"(x)>0 = Concava(-2, ) (n)
x<-2- f"(x)<0 = Convexa(-w,-2) (O)

f'(x)= 0= 2+x=0;;x=-2 = {
Una funcion tiene un punto de inflexion cuando se anula la segunda derivad
para los valores que la anulan, es distinta de cero la tercera derivada.

t()=¢ (34> (- 9=e20=1(-9=-2e7=-2 =PI - A(-z, -Ej.

2
v 4 /
3

e

v

-1

Parax =0,y =0, lo que indica que la funcién pasa por el origen de coordenad:

Para la representacién grafica formamos una tabla de valores que nos facilite <



ejecucion:

Min P. 1.

La representacion grafica, aproximada, es la que indica la figura adjunta.
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(a— 3)y+ 4z=2
59) Discute el sistema de ecuaciones lineales2z=-1 , Segun los valores del pa-
ax- y+2z=a

rametroo y resuelve cuando sea compatible determinado.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 a-3 4 0 a-3 4 2
M=0 1 -2|yM=0 1 -2-1].
a -1 2 a -1 2 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn de el siguiente:

0 a-3 4 3 4
IM[=]0 1 -2[=a- al _2‘:a [- ta- 3- 4=a(- 2+ 6- 4 =a(2-2a)=
a -1 2

=2d1-a) = a=0;; a,=1.

az0
Para {ail}j Rango M= RangoM'= 3= r? inc6g = Compatibledeterminado

0 -3 4 2 -3 4 2
Paraa=0 => M'=|0 1 -2 -1|=|1 -2 -1=44-4-6=-220>
0 -1 2 O -1 2 0

= RangoM '=3.
Para a=0= RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatile

0 -2 4 2
Paraa=1= M'=|0 1 -2 -1|= {C,+C,=C,} = Rangode M'=2.
1 -1 2 1

Paraa=1= RangoM= RangoM'= 2< rf incog = Compatible indeterminado

Resolvemos por la regla de Cramer en el caso de compatible determinado:

2 a-3 4
-1 1 -2
a -1 2| 4 4 2da-3-4-4+2a-3)_ 4 28 +6a-4a+2a-6_

T odi-a) 2a(1-a) 2a(1-a)




_-2a+4a-2__a-2a+1_(a-1 _a-1

2al-a)  all-a) a@-1) _a _

0 2 4
0 -1 -2
a a 2| -4a+4da_

Y= 2da-5)  2da-5) —°

0 a-3 2
O 1 1

,la -1 al_ ada-3)-2a_a-3a-2a_ a’-5a _ ala-5)

2a(a-5)  2ala-5)  2ala-5) 2afa-5) 2a(a-5)
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