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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

El alumno contestará a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se 
le ofrecen. Nunca deberá contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos 
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. 
Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no sean programables ni gráfi-
cas ni calculen integrales. Si algún alumno es sorprendido con una calculadora no auto-
rizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora sin 
que tenga derecho a que le proporcionen otra. 
 
PROPUESTA A 
  
1º) Dibuja dos vectores y el vector diferencia de ambos. Calcula el ángulo que forman 
dos vectores distintos vyu  que tienen el mismo módulo que el vector diferencia de 

ambos vu − . (Puede serte útil el dibujo previo) 
 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La figura α representa la contestación 
de la primera parte del ejercicio. 
 
 En la figura b se refleja la segunda parte del ejercicio. El triángulo ABC es equi-
látero, por lo cual, los vectores forman un ángulo de 60º. 
 

********** 
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2º) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y con determinante 2=A . Calcula los de-

terminantes de la matriz 2 · A, la inversa A-1 y la traspuesta At. 
 

---------- 
 
 Sabiendo que el producto de una matriz por un número real es la matriz que resul-
ta de multiplicar todos y cada uno de los elementos de la matriz por ese número y que, 
si se multiplican los elementos de una línea de un determinante por un número real el 
valor del determinante queda multiplicado por dicho número: 
 
 16·2162·8·2·2 3 =⇒=== AAA . 

 

 Sabiendo que 
2

1

2

111 111 =⇒==⇒= −−− A
A

A
A

A . 

 
 El valor del determinante de una matriz traspuesta es igual que el valor del deter-
minante de la matriz:  2== AAt . 
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3º) Estudia la continuidad de la función ( )
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lores de α. 
---------- 

 
 La función f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es dudo-
sa su continuidad. Para que la función sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que 
los límites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función 
en ese punto: 
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La función es continua en toda la recta real para α = 1. 
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4º) a )Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange.  
 

b ) Para la función ( )




>+
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=
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xsibx

xsixsenx
xf

cos·

·
: 

 
i ) Estudia la derivabilidad de f(x) en función de α y b; expresa la función derivada f’(x) 
donde exista. 
 
ii ) Calcula el área que determina la función f(x) en el intervalo [ ]π,0 . 
 

---------- 
a ) 

El Teorema del Valor Medio del cálculo diferencial, también conocido como 
Teorema de Lagrange, se puede enunciar del modo siguiente:  

 
“Si f(x) es una función continua en el intervalo [α, b] y derivable en (α, b), enton-

ces, existe al menos un punto ( )bac ,∈  que cumple: ( ) ( ) ( )
ab

afbf
cf

−
−=' ”. 

 
 La interpretación geométrica puede 
apreciarse más fácilmente mediante la 
figura adjunta. 
 
 Considerada la función f(x), conti-
nua en [α, b] y derivable en (α, b) existe, 
por lo menos un punto N perteneciente al 
intervalo (α, b) en el que la recta tangente 
a la gráfica f(x) es paralela a la cuerda 
que une los puntos P y Q de coordenadas 

( )[ ] ( )[ ]bfbQyafaP ,, . 
 
b ) 

i ) Independientemente de los valores reales de α y b, la función f(x) está definida 
para cualquier valor real de x. 
 
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto. El punto que ofrece duda de continuidad y derivabilidad es para 
x = π. 
 
 En primer lugar determinamos los valores de α y b para que la función sea conti-
nua en x = π:  
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La función es continua en R para α = b. 

 
Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales existen y son 

iguales. 
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La función f(x) no es derivable para x = π. 

 
ii )  

 El valor del área pedida es la siguiente:  ∫=
π

0

·· dxxsenxS . 

 
 En primer lugar determinamos el valor de la integral indefinida ∫= dxxsenxI ··  

por el método de integración por partes: 
 

( ) =−−−=⇒








−=→=
=→=

⇒= ∫∫ dxxxxI
xvdvdxxsen

dudxux
dxxsenxI ·coscos·

cos·
··  

 
xsenxxdxxxx +−=+−= ∫ cos·coscos . 

  

 [ ] ( ) ( ) =−−−−−=−−== ∫ 00cos·0coscos·· 0
0

sensenxsenxxdxxsenxS ππππ
π

 

 
ππ =−−= 00 . 

2uS π=  
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5º) Encuentra el valor de α≠0  para que las rectas 
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
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sean paralelas. Para el valor de α que has encontrado, calcula la ecuación del plano que 
contiene a ambas rectas. 

---------- 
 
 Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son los 
siguientes: ( )5,1,11 −=n  y ( )1,0,22 −=n . 
 

 ( )2,9,129210

102

511 =⇒++=−++=
−

−= rr vkjijkji

kji

v . 

 
 Un vector director de la recta s es ( )2,,1 avs = . 
 
 Para que las rectas r y s sean paralelas en condición necesaria que sus vectores 
directores sean linealmente dependientes, o sea, que sus componentes sean directamente 
proporcionales: 
 

 9
2

29

1

1 =⇒== a
a

.  Las rectas r y s son paralelas para α = 9. 

 
 Un punto de la recta s es A(-1, 3, 0). 
 
 Para encontrar un punto de la recta r la expresamos por unas ecuaciones paramé-
tricas: 
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r Un punto de r es B(0, 2, 1). 

 
 Los puntos A(-1, 3, 0) y B(0, 2, 1) determinan el siguiente vector: 
 
 ( ) ( ) ( )1,1,10,3,11,2,0 −=−−=−== ABABu . 
 
 La expresión general del plano π que contiene a las rectas r y s es la siguiente: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;032199312;;0

291

111

31

,; =−−+−++−++−=−
−+

≡ yxzzyx

zyx

vuA rπ  
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( ) ( ) ( ) ( ) 01031111;;0103111;;0103111 =−−++=−−++=+−−+− zyxzyxzyx . 

 
081011 =+−+≡ zyxπ  
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PROPUESTA B 
 
1º) Dibuja dos vectores y el vector diferencia de ambos. Calcula el ángulo que forman 
dos vectores distintos vyu  que tienen el mismo módulo que el vector diferencia de 

ambos vu − . (Puede serte útil el dibujo previo) 
 
2º) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y con determinante 2=A . Calcula los de-

terminantes de la matriz 2ª, la inversa A-1 y la traspuesta At. 
 

3º) Estudia la continuidad de la función ( )
( )

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lores de α. 
 

(RESUELTOS EN LA PROPUESTA A) 
 
4º) Calcula el dominio, las asíntotas, los intervalos de crecimiento, máximos y mínimos 
y los puntos de inflexión de la función ( ) xexxf ·= . Con los datos obtenidos, haz una 
representación gráfica aproximada de f(x). 
 

----------  
 El dominio de f(x) es R. 
 

Las asíntotas horizontales son los valores finitos que toma la función cuando x 
tiene a más infinito o menos infinito. 
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El eje –X es asíntota horizontal de la función. 

 
 No tiene asíntotas verticales ni oblicuas. 
  
 Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 1;;01;;010';;1··1' −==+=+⇒=+=+= xxxexfxeexexf xxxx . 
 

( ) ( )1,10' −∞−⇒−<⇒< Crecientexxf  
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( ) ( )∞+−⇒−>⇒> ,110' eDecrecientxxf  

 
 Teniendo en cuenta que f(x) es continua en su dominio y de la observación de los 
intervalos de crecimiento y decrecimiento, se deduce que para x = -1 la función tiene un 
mínimo (que es mínimo absoluto), como justificamos a continuación.  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...,0
1

121'';;21·1·'' 1 jqcMínimo
e

efxeexexf xxx ⇒>=−=−+=++= −  

 

( ) 
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e
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e
ef

1
,1:

1
·11 1 . 

 
 Una función es convexa ( )∪  cuando la segunda derivada de la función es positiva 
y es cóncava ( )∩  cuando la segunda derivada es negativa. 
 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )





∪−∞−⇒<→−<

∩∞−⇒>→−>
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2,:0''2

,2:0''2
2;;020''

Convexaxfx

Concavaxfx
xxxf . 

 
Una función tiene un punto de inflexión cuando se anula la segunda derivada y 

para los valores que la anulan, es distinta de cero la tercera derivada. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 






 −−→⇒−=−=−⇒≠=−⇒+= −−
22

22 2
,2..

2
·2202'''3·'''

e
AIP

e
efefxexf x . 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para x = 0, y = 0, lo que indica que la función pasa por el origen de coordenadas. 
 
 Para la representación gráfica formamos una tabla de valores que nos facilite su 

Y 

-1 

P. I. 
X 

f(x) 

-2 -3 

-1 

1 2 
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ejecución: 
 

x 0 -1 -2 1 2 

f(x) 0 
e

1−  
2

2

e
−  e 2e2 

  Mín P. I.   
 
 La representación gráfica, aproximada, es la que indica la figura adjunta. 
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5º) Discute el sistema de ecuaciones lineales 
( )








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, según los valores del pa-

rámetro α y resuelve cuando sea compatible determinado. 
 

---------- 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
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( ) 1;;012 21 ==⇒−= aaaa . 
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adoerinCompatibleincognMRangoMRangoaPara mindet.º2'1 ⇒<==⇒=  

 
 Resolvemos por la regla de Cramer en el caso de compatible determinado: 
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