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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones A o0 B, y conteste a las cuatro cuestiones que c
ponen la opcién elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal podra
lar su examen. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimie
empleados para solucionarlo. Este hecho forma parte de la calificacién.

OPCION A

1°) Se sabe que la grafica de la funcidm}= X + a¥ +bx+c
es la que aparece en el dibujo.

a ) Determina la funcion.

b ) Calcula el area de la region sombreada. -2I' O 1

Xy

a)
La funcion tiene un maximo relativo para x = -1 y un minimo relativo para x =
por lo que su derivada tiene que anularse para esos puntos:

f(-)J=0= 32a+tb=0;;2a-b=3 (I
() =3% +2ax+b =
f(l=0= 3 2a+b=0;;2a+b=-3 (2

De las ecuaciones (1) y (2) se deduce que a =0y b = -3; conocidos éstos val
la funcion es f(X = ¥ —-3x+c. Para determinar el valor de ¢ podemos tener en cuent
por ejemplo, quef (3= 0= 0=1-3+c;; c=2.

La funciénes f(x)=x* - 3x+2

b)
Teniendo en cuenta que todas las ordenadas del area pedida son positivas, s
lor es el siguiente:
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2 —_—
2°) Dada la funciénf(x) = ZX—XSX:
€

a ) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

b ) Calcula los maximos y minimos relativos de f.

a)

f,(X):(4x— 3-é-(20-3¢ e _ &-3-(2¢- X _ 4x-3-2x +3x _
e

X

2X ex e

— 2 —
_ 2X ;'X?X 3: f'(X)

Teniendo en cuenta que el denominador de la derivada es mayor que cero,
cualquier valor real de x, la derivada sera positiva o negativa seguin lo sea su numer:

1
| 7+/49-24  7+./25 7%5 _ %=

- X+ &-30;; 2 -7x+3=0;; x=
4 4 4

X, =3

2

Teniendo en cuenta que la funcion esta definida en R y que las dos raices de
merador dividen a R en tres intervalos y que, por ejemplo, para x = 0, es f(x) <0,
intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

f'(x)<0 = DxD(—oo, %jD (3 +o) = Decreciers

f'(x)>0 = DXD(%, 3) — Creciente

b)

Teniendo en cuanta que la funcién es continua y derivable en R, de los interve
de crecimiento y decrecimiento se deduce que existe un minimo relativa pazcray

un maximo relativo para = 3; no obstante, lo vamos a justificar a través de la segunc
derivada.

., -4+ 7)€ -|-2X%+TX) e - &K+ HX-TK_ X -1IX+T7
e R e




2
2(;) -11 (;j+7 E_E‘.,.? 1-11+14 5 .
" _2 2 _ 2 — o _
') = = = =—>0= Minimo para Xx=—
(2) e% \/E \/_e \/E 2
2-(1j2—3 (1j 1.3
f(%): 2 T 2 = 2 2 :__1:—£ = Minimo: P l’ —E
1 Je e e 2 e

f(3)= 2'3_11'%7: 18_3;3+7:_—38<0: Méaximo para x =3
e e €

2-3-3-3_18-9_9
e

= Maximo: Q(S, e—gsj
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. 1 - 10 N
3° ) Dadas las matricea = , B= e | = , resolver la siguiente
0 1 -1 -1 01

ecuacion matricial: B-(2A+ 1)= A- X - A+B.

B2 B+ AX A B;2(B M B AX-AB;2B-A=A-X-A

B= A X ;A" (B=A" AX ;2 -A B=1-X; X=2-(A"B) (»

Calculamos en primer lugar*Aor el método de Gaus-Jordan:

1 -1]1 0 1 0[11 L (11
(Ar)= = {F, - F,+F} = - Al=
0 101 0 1|01 01

AT (1 2 ) (r12-ny_ (0 1) L o
01) \-1 -1) lo-1 0-1) (-1 -1

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos y operando, resulta:

X=2.(A".B)= 2-[_01 _1J:(_12 _sz.
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Xx-y-2=0 -
4°) Dadas las rectas= | "~ ys=X"toyy1=7-2:
y-z+3=0 -2

a ) Determina su posicion relativa.

b ) En caso de cortarse, determina el angulo que forman y el punto de corte.

a)
El estudio de la posicion relativa mediante vectores directores es como sigue.
La expresion de r por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:
520 X=-1+A4
X—V—2=
r= Y =A 5, y=-3+A ;; X=y+2=-1+A=Xx => r=qy=-3+/
y-z+3=0 —
z=A
Los vectores directores de las rectas sor (1, 1, 1) y v, =(- 2, 1, 1), que son
: : : . 1 1 1 D
linealmente independientes por cumplirse quze;t 1 :i’ lo cual significa que las rec-

tas se cortan o0 se cruzan.

Para diferenciar el caso determinamos un veetoque tenga como origen un
punto de la recta r, por ejemplo, A(1, -3, 0) y como extremo un punto de la recta s,
ejemplo, B(1,-1,2):w=B-A=( 1- 1 2-(1-3 0=(0, 2 2)= w.

Silos vectoresvy, v, y w son coplanarios, las rectas se cortan; en caso contr
rio, se cruzan.

Tres vectores son coplanarios cuando el rango de la matriz que determinat
menor que tres.

1 11
Rango{Tr, v, W}: -2 11 = {c,=c} = Rango{Tr, v, W}:Z
0O 2 2

Las rectas ry s se cortan.
b)

El angulo que forman las rectas r y s es el menor que forman sus vectores dire
res.

El angulo que forman dos vectores se deduce de su producto escalar:



_ —

— — = |= v, -V, (123-(-211)
V.-V, =|v | {v | -cosad=cosq=———=_= =
‘ ‘ ‘vr -‘vs Vit 2+2 (-2 +2+22
-2+1+1 0
= = =0 a =90
NN R

Las rectas r y s son perpendiculares.

Existen diversas formas de hallar el punto P de corte; una de ellas consiste er

presar las rectas por unas ecuaciones implicitas y resolver el sistema de cuatro ect
nes con tres incognitas que forman:

x—y—2:O__r X-y=2 o= x—1:—2y—2__S= X+2y=-1
y-2z+3=0" y-z=-3 " 7 ’

r

y+1l=2z-2 y—-z=-3

X—-y=2
y X-y=2

y—-z=-3 - X+y=-2

= Yy-z=-3 = = y=-1;;, x=1;;,z2=2 =
X+2y=-1 X+2y=-1

X+2y=-1

y—-z=-3

El punto de corte es P(1, -1, 2).
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OPCION B

1°) Sabiendo que la funciéh(x) = -4
x® +bx* +8x—4

justifica razonadamente el comportamiento de la funcion en la proximidad de los pur

de discontinuidad.

es discontinua en x = 2, calculab y

Por tratarse de una funcion racional y sabiendo que es discontinua para x = 2
ne que anularse el denominador para ese valor, por lo cual:

2b "2 82 &£ 0.8 Bb+16-4=0:;:b=-20;:b=-5

3xX-4
x® —5x2+8x—-4

La funcion resulta sef(x) =

Los puntos de discontinuidad de la funcion son los valores que anulan el denc
nador; sabiendo que uno de estos puntos es para x = 2 y descomponiendo por Ri
para facilitar la tendencia de los limites laterales:

1 5 8 4
2 2 -6 4

1 -3 2 0
2 2 -2

1 -1 0
1 1

1 0

La funcion también es discontinua para x = 1.

f(X): X-4 — xX-4
X -5 +8x-4  (x-1)(x-2)°

Los limites laterales de los puntos de discontinuidad son los siguientes:

lim f(x) = lim x-4 _-1_.
X o 1 x - 1" (x=1)(x-2* 0
lim F(x)= lim Xx-4 _-1__
X 1+ X o 1+1 (X_l)(x_ 2)2 O+ _
[im _lim _lim 6-4 2
X 2— f(x)_x_)2+ (X)_X—> 2+ (2_])(2+_2)2 _1_O+ —+_OO
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2°) a ) Calcular el valor de a para que la integral entre 0 y a de la fuf{ofon x - e*
seaigual a 1.

dx
X+1+/X+1

b ) Resolver la integral indefinida= |

a)

Ot

a X= U- dx=du
f(x) -dx=1= jx-ex-dx:1:>{ }
0

e de=dvs v=¢"

= [x-é‘—jeX -dx]zzl . [x-ex—ex]zzl . [ex(x—l)]zzl :

[¢(a- }-¢’(6 )= 1 e(a- J+ =1, ¢(@a-J=0=a-1=0; a=1

b)

I:j dx :I' (x+1—\/‘>'<Tl)-dx ‘:j(x+l—\/le)-dx:
x+1Ha/x+1 7 (xr 1 xk fx+1-vx+1) 7 (x 1) - (Vxa)

_ (x+1—\/le)-dx_ (x+1—\/le)-dx_ (x+1) -dx _c/x+1-dx_

_I>€+2x+1—x—l_j X* + X = X + X J XX

() dx px+lodx_pdx N x+ledx o §

= x(x +1) J x(x +1) _I7 jw_—L|X| L=l 0

I_j\/le-dx_J-(\/le)z-dx_J- dx_ _ Yxrl=to x=t -1 _

I T e L el N‘ix_ﬂ:dtﬁ%:m

2dt 2dt A B At- A+ Bt+B
= = .dt = .dt=
:jtz—l j(t+J)(t—J) j[t+1+t—lj / t? -1

:j(A+B)t+(_A+B)-dt:>{ A+B:O}H Bt Az—l} N

-1 - A+B=2
=1, = e AT AT H L PR RE St
t+1 t-1 t+1] | Jx+1+1




— Ll (\/X+‘l—l)2 o [ X1 2Ux+1+1 _L|X= 2A/X+1+2 -
- - _ - —h
Wx+ 1+ fx+1-1) x+1-1 X

Sustituyendo en (*) el valor dedueda:

| = L|x|—L X—2/X+1+2
X

+C= U X~ L x=2/x+1+2[+ | x|+C=

=21 x|~ L x-2/x+1+2[+C

1= 21 x|~ U x=2/x+1+2[+C
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&x+3y+2z=0

3°) Estudiar el sistemaax— y+z=0 segun los valores del pardmetro a. Resolverlc
8x+ y+4z=0

en todos los casos posible.

Se trata de un sistema homogéneo por carecer todas las ecuaciones de tél
independiente. Independientemente de los valores del parametro a, siempre admi
solucion trivial x =y =z = 0.

a? 3 2
Las matriz de coeficientes 86=| a -1 1|.
8 1 4

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

a® 3 2
IM|=|a -1 1|=- 38+ &+ 24 16 - 1a=- 5" -1@+40=0;;a’+2a-8=0
8 1 4

- 2+J4+32 _ -2++/36 _-2+6 > )

- 2 2 2

az?2
Para { 4 4} = RangoM= RangoM '= 3= n°incégnitas= CompatibleDeterminado
a —

(Solucion trivial: x=y=2z=0)

4 3 2
Paraa=2 = [M|=|2 -1 1| = {F, +2F,=F} = RangoM =2
8 1 4

16 3 2
Paraa=-4= |[M|=|-4 -1 1/=- 64 & 24 16-16+48=0 = RangoM =2
8 1 4

Para {a } = RangoM= RangoM'= 2< rfincdg. = Compatible Indeterminado




4x+ 3y+22=0
Para a = 2 el sistema €8x— y+z=0 . Despreciando la tercera ecuaciéon y pa-
8x+ y+4z=0
rametrizando la variable= A, resulta:

4x+ 3y = -24 4x+ 3y = -24
Y A = 5y=0;; y=0;; 2x=-/ x=-1)
2X—-y=-A4 —4x+ 2y =24 — 2

Solucién: {y=0 OAO0R

16x+ 3y+22=0
Para a = -4 el sistema €s4x- y+z=0 . Despreciando la primera ecuacion y
8x+ y+4z=0
parametrizando la variable= A, resulta:

= IX=-51;; XxX=——A ;;y=—-X+A=51+1;; y=64

—4x-y=-A 5
8x+y=-4/ 4 r=>

Solucién {y=64 0OAOR
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4°) Determinar la ecuacion general (implicita) del plangue pasa por el origen de
X=2+3

coordenadas y es paralelo alasrecas=y+1=2y s={y=2
z=-1

Los vectores directores de las rectas sor (1, 1, 1) y v, =(3 0, 0).

El planon, por ser paralelo a las rectas r y s, tiene como vectores directores a
dos vectores directores de las rectas y, por pasar por el origen de coordenadas, carc
término independiente.

La ecuacién general o implicita del planpteniendo en cuenta lo expuesto, es la
siguiente:

n=y-z=0
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