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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se debe responder a una pregunta de cada bloque.

Elegir UNA y SOLO UNA opcion (A o B) en cada bloque. Si se resuelven las dos @
ciones de un mismo bloque el tribunal podrd ANULAR EL BLOQUE.

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos empleados
ra solucionarlo. Este hecho forma parte de la calificacion.

BLOQUE 1

, encontrar los valores de

1°) Para la funcion dada pdix) {(5”5 +px+ V)- e si x>1

ser(x-1) si x<1
a, B, Yy que hacen que f(x) sea continua, y admita primera y segunda derivada e
punto x = 1.

La funcion f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 1, que es du
sa su continuidad. Para que la funcidén sea continua para x = 1 tiene que cumplirse
los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la fun
en ese punto:

[im [im
T )= (@ pxry)=arpry
Para x=1 = - = a+pB+y=0 ()

im f(x)= “ml seff x-1)=sen0= 0

La funcién f(x) es derivable para todo R, excepto para el valor x = 1, que es «
dosa su derivabilidad. Para que la funcion sea derivable para x = 1 tiene que ser de
ble por la izquierda y por la derecha y ser ambas derivadas iguales.
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(20 % B)- & ~(a% +Bxty)- &> =[-ax’ +(2a - B)x+(B-y)]- & si x>1
cogx-1) si x<1
(~a+2a-p+p-y)-et=a-y six>1

f'(y)= — a-y=1 (9
cos0=1 si x<1

La funcion f(x) admitira la segunda derivada para el valor x = 1 cuando las ¢
gundas derivadas, por la izquierda y por la derecha, sean iguales:

() [ 2ox+ (2 - Bl - |- oo + (21 - B)x+ - y]e™
fr(x)= _

-ser(x-1)  six<1

[00(2 +(—251—2a+ﬁ)x+(2a—,8—ﬁ+y)]e1‘X :[ax2 +(—4a+,[>’)x+(2a—2,[>’+y)]el‘X si x>1

- ser(x-1) Si x<1

(- +B+2;-2B+y)-e*=—-a-L+y si x>1

fr1)= = —a-B+y=0 (@
-sen0=0 si x<1

De la resolucién del sistema de ecuaciones lineales (1), (2) y (3) se obtienen
valoresa, By y:

a+p+y=0 (1)

a-£=1 (2) = De(3+(3= 2¥=0;; y=0 ; a+,8:O}:> 2p=1; a=1
“a-p+y=0/(3 s 2

a’+18:O N a:—lB = IB:%
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2°) Dada la funcién { ¥= axX + b¥ + cx+d, determinar los valores a, b, c y d para que

se cumplan las siguientes condiciones: a ) Que la recta sea tangente a la gréafica de
el punto P(0, 2) sea paralela a la regtel=0 y b ) Que la rectax-y-2=0 sea tan-

gente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 1.

Por pertenecer el punto P(0, 2) a la funcidnf= axX + bX + cx+d tiene que ser
f(0)=2 = d=2.

La rectay+1=0 es paralela al eje de abscisas, por lo cual, su pendiente=e® m

La pendiente de la grafica de la funcidfiy= axX + bx¥ +cx+2 en el punto P(0,
2) es el valor de la derivada para el valor x = O:

f(Y=3a¥ +2k+c= m=0= f(0)=c = c=0.

El punto de tangencia de la funcidff ¥ = ax +bx® +2 y la rectax-y-2=0 en
el punto de abscisa x = 1 es Q(1, -1), lo cual significafqt)e -1:

f()=-1= a+b+2=-1;;a+b=-3 (1)
Larectax-y-2=0 = y=x-2 tiene de pendienteyw 1.

La pendiente de la gréafica de la funciGqy = ax +bx* + 2 para el valor de x = 1
es el valor de la derivada para ese valor:

{ )=3ak+2bx=> m=E f{)=3a+ Db = Z+d=1 (2.
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b:—3} ~2a-2=6

= a=7 ;; atb=-3 5 b=-a-3=-7-3 = b=-10
A+ 2b=1 3a+2»=1 - -

a=7 ;,b=-10;; ¢c=0;, d=2
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BLOQUE 2

1°) Calcular el valor de a para que la regidon plana encerrada entre la pgrakiolala
recta x = a sea el doble del area de la region limitada por dicha pardbola y la recta 'y

\ L/
\ =/

e &

1 10 1T X a 0 a x

En las figuras se pueden observar las dos situaciones de que trata el ejercicio.

En ambos casos las ordenadas de las rectas son iguales o0 mayores que las c
pondientes ordenadas de la parabola en los intervalos a considerar correspondiente
lo que las superficies son las siguientes:

S= Jl'(l— xﬁ-olx{x—%g}l_1 :(1—%{(—1)— (_31)3} :1—%+1—% = 2—% :ialuz—:sl

5= J(a 2)- x| -5 | =[a.a-a_3Ha.(-a)-(—a)T:az S

2d _6a-2a’ _2a’
=2a’-—-= & 3-g U =
_ 2a’ .4 4.
Por condicion del problema 8 =25 = 2 (3—a)—2-§ ;a*(3-a)=4;;

& -a =4; a-3*+4=0. Resolviendo por Ruffini y teniendo en cuenta que el va
lor de a tiene que ser mayor que 1:

1 -3 0 4
2 2 -2 -4
[1 -1 -2 0

a=2
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2°) Considérese el recinto limitado por la cugeax® y la recta y = 3: de entre los rec-
tangulos situados como el de la figura adjunta, determinar el que tiene area maxima.

\_ L/

A(-X, y) (X1 y)

Las dimensiones del rectdngulo son (2x) de base e (3 — y) la altura, por lo cué
valor de su area es:

$(2x (3 y=(2) (3- ¥)=6x2x=s.

Una vez que hemos expresado el valor de la superficie en funcion de x, la func
tiene un maximo relativo para los valores que anulan la primera derivada:

St 6- 6¢=f41-X)=0= x =1;; X, =-1.

Para justificar el valor del maximo recurrimos a la segunda derivada:

x=1- S'()=-12>0 = Méaxima
S'=-12x =
x,=—-1 - S'(-1=+12<0 = Minima

Para el valor solucién x = 1, las dimensiones del rectangulo de mayor area sor
siguientes:

Base: 2x =2 unidades ;; Altura : 3- y= 3—-x* = 3-1=2 unidades= Altura
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BLOQUE 3

6x+ 2y+272=6

1°) Estudiar el sistema de ecuaciones+2y+z=a , segun los valores del parametro
5x+3y+az=5

a y resolverlo en los casos en que sea posible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

6 2 2 6 2 26
M=la 2 1| ;; M'=sla 2 1 a].
5 3 a 5 3 ab

Los rangos, en funcion del parametro a de las matrices anteriores son:

6 2 2
|M|:a 2 1= A% ab+ 10 20 18 ¥ =- 2°+ 18- 280 ;;a*-A+14=0
5 3 a

o= 9 /81-56 _ 91@:915 N =2
2 2 2 a,=7

az2
Para {ai 7} = RangdvE RangoM'= 3= rf incég = Compatible determinado

DadR = {Cc,=C,} = Para{ }:» Rangode M'=2

a=2
Para {a— 7} = RangdvE RangoM'= 2< P incég. = Compatible Indeterminado

%2
Resolvemos para el caso %:ei 7} por la Regla de Cramer:
6 2 2
a 21
= 5 3 a _ 12+ @+ 10- 20—18—2a2:—212+183—28
—-2a*+18a-28 —-2a* +18a - 28 —-2a* +18a - 28

=1=X



6 6 2 6 2 6
a 2 a

a al
5 5 a 5 35
y= 5 :O:y nooZ= 5 =0=z
—-2a°+18a-28 — —-2a°+18a-28 —

Resolvemos para el caso de a = 2:

6X+ 2y+22=6
El sistema resulta 2x+2y+z=2 . Despreciando una de las ecuaciones, po
5x+ 3y+2z=5
ejemplo la tercera, y parametrizando una de las incognitas, por ejemploresulta:

oX+2y+24=6 6X+ 2y = 6-21
/ = 2 = 4&X=4-A ;; le—i/l "
2X+2y+A=2 —-2X=-2y=-2+A 4
1 3 1
3X+y+4A=3 ;;, y=3-4-31-=A41|=3-A-3+-A=-=A=
y y 3( 4 j 4 4 y
le—lA
4
Solucion para a=2 = y:—zll)l dA0
z=/
Resolvemos para el casodea=7:
6x+ 2y+22=6
El sistema resulta 7x+2y+z=7 . Despreciando una de las ecuaciones, po
5x+ 3y+7z=5

ejemplo la tercera, y parametrizando una de las incognitas, por ejemploresulta:

ox+ 2y+21=6 T 6x— 2y =—6+ 21
IX+2y+A=7 xX+2y=7-A

} = X=1+A ;;

3X+y+A1=3 ;;y=31-311)=3-1-3-31=-41=y

x=1+A
Solucion para a=7 = y=-44} 0OA0O
z=A
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0 1

. -1 1 2 .
2°) Dadas las matrlces:(k 0 J y B=|-1 0|, se pide:
k 2

a ) Razonar para qué valores de k la magtizA' tiene inversa.

b ) Resolver la ecuacidfA -B) - X =1, para k = 0, siendo | la matriz identidad.

a)
-1 k 0 1
11 2 t . (0 -1 k
A= = A=|1 0|; B=|-10| = B'=
k 01 10 2
2 1 k 2

-1

k
B A= 0 -1 k 1 ol= O-1+2k 0-0+k) (2k-1 Kk
1 0 2 5 -1+0+4 k+0+2 3 k+2

Para que la matrig' - A' tenga inversa es condicion necesaria que su determina
te sea distinto de cero:

-1 k 0 1
-11 2 t . (0 -1 k
A= — A=|1 0|; B=|-10| = B'=
k 01 10 2
2 1 k 2
k-1 k =1
B A= = R+ &k-k- 2 K= K-2=2A>-1)=0 = s
3 k+2 Kk, =1

La matriz B - A tiene inversadkOR, {kz -1 kz1}

b)

(A-B) - X =1; multiplicando por la izquierda p(ﬁ(rA- B)t]_l resulta:

(A 8] (a8 x=[(aB] 11 x=[(aB)]" = x=[a-B)]"

-1 12
Para k=0 es: A= y B=|-1 0|
0 01



0 1
-11 2 -0-1+0 -1+0+4 -1 3
A-B= -|-1 0= = =A'B
0O 01 0 2 O-0+0 O0+0+2 0 2

(A-B) = [_3 2) — Para obtener la matriz inversa utilizamos el método de Gauss:

0 1

o P o B BB OO W

t]- -1 010 1 0l -10
[(A-B)]1:>(3 2‘ 0 1]:{F1—»—Fl}:>(3 2‘ j:{Fz_,Fz_gpl}:

N e

X
I
VR
Njw |
=
N
N

*kkkkkhkkkk



BLOQUE 4

-y+2=0 =2
1°) Dadas las rectass { Xy S= {X

z=-1 y-z-5=0

a ) Determinar su posicion relativa.

b ) En caso de cortarse, determinar el angulo que forman y el punto de corte.

a)
El estudio de la posicion relativa mediante vectores directores es como sigue.

La expresion de las rectas por ecuaciones paramétricas son las siguientes:
X=-2+A

-y+2=0
{X yl = Yy=A ;; X==2+A4 ;; => r=iy=A1
zZ=- —

]
z=-1

X=2
X=2
= z=A ;; y=5+A1 ;; = s=y=5+/1
y-z-5=0 — =

S

Los vectores directores de las rectas sor=(1, 1, 0) y v, =(0, 1, 1), que son
linealmente independientes por cumplirse %ue%#% lo cual significa que las rectas

Se cortan o0 se cruzan.

Para diferenciar el caso determinamos un veetoque tenga como origen un
punto de la recta r, por ejemplo, A(-2, 0, -1) y como extremo un punto de la recta s,
ejemplo, B(2,5,0):w=B-A=( 25 0-(- 2 0,-9=(4, 5 1)= w.

Silos vectoresv, v, y w son coplanarios, las rectas se cortan; en caso contr
rio, se cruzan.

Tres vectores son coplanarios cuando el rango de la matriz que determinatr
menor que tres.

110
W}=|0 1 1|=1+4-520 = Rango{y,, v, w}=2

Rango{vr, v, s
4 51

s !




Las rectas r y s se cortan.
El angulo que forman las rectas r y s es el menor que forman sus vectores dire

El angulo que forman dos vectores se deduce de su producto escalar:
v, - (119-(01

\Y;
-COSa = cosg =—~———=>—= —
‘w -‘w‘ Vit 246 VO +1+1

—_—

1V,

S

El &ngulo gue forman las rectas r y s es de 60°.
Existen diversas formas de hallar el punto P de corte; una de ellas consiste el

solver el sistema de cuatro ecuaciones con tres incognitas que forman las rectas ¢
por ecuaciones implicitas, que es el caso:

Xx-y+2=0 X-y=-2 X=2 X=2
r= T ;; SE y S=
z=-1 z=-1 y-z-5=0 y—2=5

X-y=-2
z=-1
X=2

y—z=5

El punto de corte es P(2, 4, -1).
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X=2+t

2°) Se considera la recta=<y=2+2t, el plano n=2x-4y-2z=0 y el punto
z=3+3t

P(1 1, 1). Se pide:

a ) Determinar la ecuacion del planpque pasa por P y es paralelo al plano

b ) Determinar la ecuacion general del planoque contiene a la recta r y pasa por el
punto P.

a)
El haz de planos paralelosratienen por ecuaciow'=2x-4y-2z+D =0, y el
plano 77, que pasa por el punto P(1, 1, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

TE 2x—4y-2z+D =0
= 24 4. 22¥D=0;;,2-4-2+D=0;; D=4 =
P(1 1 1)

= 71 = 2X-4y-22-4=0

El plano pedidoes7n, = x—2y-z-2=0

b)

El planor,, por contener a la recta r, tiene como vector director al de r, que es
v =(1 2 3).

Un punto de larectar es Q(2, 2, 3).

El vector w que determinan los puntos P y Q también es director del plano pe

w

w=PQ=Q-P=(223(@1d=(11 2
La expresion general del plano pedido es la siguiente:

x-1 y-1 z-1
P v, W= 1 2 3 =03
1 1 2



bx (2= )+ By- )- 42— 3- 3x-0)-Ay-1)=0;;
(x= J+(y-21-(z-3=0;; x-1+ y-1-z+1=0 ;; x+ y-z-1=0

n,=x+y-z-1=0
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