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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Se debe responder a una pregunta de cada bloque. 
 
Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que componen la 
opción elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal podrá anular su 
examen. 
 
En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos empleados pa-
ra solucionarlo. Se califica todo. 
 

OPCIÓN A 
 
1º) Determinar la función ( ) cbxaxxxf +++= 23  que tenga un extremo relativo en el pun-
to de abscisa x = 2 y para la cual el punto P(1, 2) sea un punto de inflexión. 
 

---------- 
 
 Si tiene un extremo relativo para x = 2, su derivada tiene que anularse para este 
valor: 
 

( ) )1(126;;06123·22·3)2(';;23' 22 −=+=++=++=++= bababafbaxxxf  
 
 Si tiene un punto de inflexión en el punto P(1, 2) tiene que anularse su segunda 
derivada para x = 1: 
 

( ) 3;;03;;026;;021·6)1('';;26'' −==+=+=+=+= aaaafaxxf . 
 
 Sustituyendo el valor de a en la expresión (1) obtenemos el valor de b: 
 

( ) 30;;1218;;123·6 ==+−=+− bbb . 
 
La función resulta ser ( ) cxxxxf ++−= 303 23 . 

 
 Para obtener el valor de c tenemos en cuenta que pasa por el punto P(1, 2): 
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( ) 28;;03031;;21·301·3121 23 −==++−=++−⇒= cccf . 
 
 La función resulta ser la siguiente: 
 

( ) 28303 23 −+−= xxxxf  

 
********** 
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2º) Dada la función ( ) 






 +=
2

cos
π

xxf , se pide: 

 
a ) Hacer una representación aproximada de la gráfica de la función entre 0=x  y π2=x . 
 
b ) Hallar el área del recinto limitado por la gráfica de f(x) y el eje OX entre 0=x  y 

π2=x . 
---------- 

 
a ) 
 Se trata de una función continua cuyo dominio es R, el recorrido es [-1, 1] y el 
periodo es ( )π2 . 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la función es la de la figura. 

b ) 
 Para el cálculo del área se tiene en cuenta que el recinto limitado por la función y 
el eje OX en el intervalo [ ]π,0  tiene ordenadas negativas, por lo cual deben cambiarse 
los límites de integración. 
 

[ ] [ ]

( ) ( ) Su

sensensensentsentsendttdtt

tx

txtx

dtdx
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
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********** 

0 0 
2π 

π 
π 

π/2 

S 
3π/2 

3π/2 

π/2 π/3 

( ) 






 +=
2

cos
π

xxf  

-1 

2π 
π/6 

1 

x = 2π 

x = 0 
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3º) Dadas las matrices 








−
=

110

21 k
A  y 

















=
23

11

0 k

B , se pide: 

a ) Determinar para qué valores de k la matriz A · B tiene inversa. 
 

b ) Resolver la ecuación IXBA 3·· = , para k = 0, donde 







=

10

01
I . 

 
---------- 

a ) 

BA
kkkkk

k
k

BA ·
12

426

210310

460

23

11

0

·
110

21
· =









−
++

=








+−+−
++++

=

























−
= . 

 
Para que una matriz sea inversible es condición necesaria que su determinante sea 

distinto de cero. 
 

( )
5

14
01458464226

12

426
0· −≠⇒≠+=+++=+++=

−
++

⇒≠ kkkkkk
kk

BA . 

 

5

14
,· −≠∈∀ kRkinversibleesBA  

 
b ) 

Para k = 0 es 








−
==

12

46
· CBA . 

 
Multiplicando por la izquierda por la inversa de la matriz C en la ecuación dada, 

resulta: 
 

( ) ( ) ( ) (*)3·;;3··;;3···;;3·;;3·· 1111 ICXICXIICXCCIXCIXBA −−−− =====  

 
 Para hallar la inversa de C utilizamos el siguiente procedimiento: 
 

 Sea 







=−

dc

ba
C 1 ; se cumple que ;;

10

01
·

12

46
· 1









=




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


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


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



−
⇒=−
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ICC  

 

⇒


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

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
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
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=








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dbca

dbca
 Resolvemos los dos sistemas: 

 

a
c

acacc
ca

ca

ca

ca
====+−==⇒




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=+




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1
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b
d

bdbdd
db

db

db

db
=−=−=

−
=−==+−==⇒




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=+


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
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3
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 La inversa de C es 






 −
=−

7
3

7
1

7
2

14
1

1C . 

 
 Sustituyendo la matriz obtenida en la expresión (*): 
 

( ) XICX =






 −
=


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



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
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== −
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7
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7
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********** 
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4º) Dada la recta 




=+
=+

≡
22

33

zx

yx
r  y el plano 023 =−−≡ zyxπ . Se pide: 

 
a ) Comprobar que se cortan en un punto y obtener sus coordenadas. 
 
b ) Determinar el ángulo que forman la recta y el plano. 
 

---------- 
a )  
 Una recta dada por dos ecuaciones implícitas y un plano son secantes (se cortan 
en un punto) cuando el sistema que forman es compatible determinado, es decir: el ran-
go de la matriz de coeficientes es distinto de cero. 
 

 La matriz de coeficientes es 
















−−
=

231

102

013

A  y su determinante vale: 

 

014491

231

102

013

≠=++=
−−

=A . 

 
La recta r y el plano π se cortan en un punto, como teníamos que comprobar. 

 
 El punto de intersección es la solución del sistema de ecuaciones que forman: 
 

⇒








=−−
=+
=+









=−−≡




=+
=+

≡

023

22

33

023

22

33

zyx

zx

yx

zyx

zx

yx
r

π
 Resolviendo por la Regla de Cramer: 

 

xx ==+=
−−

=
14

13

114

49

14
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102

013

  ;;  yy ==++−=
−

=
14

3

14

12312

14

201

122

033

 

 









⇒===++−=

−
=

7

1
,

14

3
,

14

13

7

1

14

2

14

18218

14

031

202

313

PescortedepuntoElzz   

 
b )  
 El ángulo α  que forman el plano π  y la recta r es el complementario del ángulo 
que forman un vector v  director de r y un vector n , normal al plano π . 
 
 Sabiendo que el ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de pro-
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ducto escalar: 
 

 
nv

nv
nvnv

·

·
coscos··· =⇒= ββ . 

  
Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       Un vector director de r es el producto vectorial de los vectores normales de los pla-
nos que la determinan, que son ( )0,1,31 =n  y ( )1,0,22 =n : 
 

 ( )2,3,12332

102

01321 −−=−−=−−==∧= kjijki

kji

nnv . 

 
 Como quiera que el vector director de la recta el linealmente dependiente del vec-
tor normal del plano (son iguales), se deduce que: 
 

La recta r y el plano π son perpendiculares. 
 

********** 

v
β  

α  

π  

r 

n  
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la función ( )
21 x

x
xf

−
= , se pide: 

 
a ) Hallar el punto o los puntos de la gráfica de f(x) en los que la pendiente de la recta 
tangente a la curva sea igual a 1. 
 
b ) Hallar las asíntotas de la función dada. 
 

---------- 
a )  
 La pendiente a una curva en un punto es el valor de su derivada en ese punto: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )22

2

22

22

22

2

1

1

1

21

1

2·1·1
'

x

x

x

xx

x

xxx
xf

−
+=

−
+−=

−
−−−= . 

 

( ) ( ) ( ) ( )

.3;;33;;03;;0

03;;03;;2111;;1
1

1
'

43
22

21

222442222
22

2

+=−=⇒==−==⇒

⇒=−=−+−=−=+=
−
+

⇒=

xxxxxx

xxxxxxxx
x

x
mxf

 

 
 Los puntos pedidos son los siguientes: 
 

 ( ) ( )00
01

0
0

2
Of ⇒=

−
= . 

 

( ) ( ) 









−⇒=

−
−=

−−

−=−
2

3
,3

2

3

31

3

31

3
3 12

Pf . 

 

( ) ( ) 









−⇒−=

−
=

−
=

2

3
,3

2

3

31

3

31

3
3 22

Pf . 

 
b )  
 Las asíntotas de la función son las siguientes: 

Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a valer 
infinito; son de la forma y = k. 
 

  ( ) )(0
1 2

XEjey
x

x

x

lím
xf

x

lím
ky ==

−∞→
=

∞→
==  

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
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  1;;11;;01 21
22 −==⇒==− xxxx  

 
 Oblicuas: No tiene. 
 
 (Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador). 
 

********** 
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2º) Dadas las funciones ( ) xxxf 62 −=  y ( ) 22 xxxg −= , se pide: 
 
a ) Representar el recinto delimitado por sus gráficas, indicando vértices y puntos de 
corte con los ejes. 
 
b ) Calcular el área de dicho recinto. 
 

---------- 
a ) 

 Los puntos de corte de cada función con los 
ejes son los siguientes: 
 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )





→=

→=
⇒

⇒=−⇒=−=







→=

→=
⇒

⇒=−⇒=−=

0,22

0,00

0202

0,66

0,00

0606

2

1

2

2

1

2

Bx

Ox

xxxxxg

Ax

Ox

xxxxxf

 

 
 Los puntos de corte de las dos funciones se 
obtienen igualándolas: 
 

( ) ⇒=−=−−=− 042;;082;;26 222 xxxxxxxx  
( )

( )







−→=

→=

⇒

8,44

0,00

2

1

Cx

Ox

. Los vértices de las parábolas son los siguientes: 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )







−⇒=⇒>=

−=−=−=⇒=→=−=
⇒−=

9,3302''

91893·6333062'

6

2

2

DxparaMìnimoxf

fxxxf

xxxf  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )







⇒=⇒<−=

=−=−=⇒=→=−=
⇒−=

1,1102''

11211·211022'

2

2

2

ExparaMáximoxg

gxxxg

xxxg  

 
 La representación gráfica de la situación es la de la figura. 
 
b )  
 Para el cálculo del área tendremos en cuenta que las ordenadas de la función g(x) 
son iguales o mayores que las correspondientes a la función f(x). 

A 

X O 

f(x) = x2 – 6x 

C 

E 

Y 

D 

g(x) = 2x - x2 

S 

1 
B 
2 4 

1 

6 
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[ ] ( ) ( )[ ] ( )

Sux
x

xx
dxxxdxxxxxdxxfxgS

==+−=+−=−







+−=








+−=

=







+−=+−=−−−=−= ∫∫∫

22
34

0

2
3

4

0

234

0

2
4

2

22
4

0

3

64

3

192128
64

3

128
04·4

3

4·2
4

3

2

2

8

3

2
·82·62·)()(
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3º) Dado el sistema 








=+−
=+−
=−+

mzyx

zyx

zyx

255

32

12

, se pide: 

 
a ) Discutirlo según los valores de m. 
 
b ) Resolverlo para m = 10. 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

















−
−

−
=

















−
−

−
=

m

AyA 3

1

255

121

112

'

255

121

112

. 

 
 El rango de A es el siguiente: 
 

2021010558

255

121

112

=⇒=−+−++−=
−
−

−
= ARangoA . 

 
El rango de 'A  en función de m es el siguiente: 

 

{ }

{ }

{ }









=⇒≠

=⇒=

⇒

⇒















































=⇒=−=−−++−=
−
−

−
⇒

=⇒=−=+−−−+=
−

⇒

=⇒=−=−+++−−=
−
−⇒

⇒

3'10

2'10

10010265154

25

312

111

,,

1003031251522

25

311

112

,,

10055030101554

55

321

112

,,

'

432

431

421

ARangomPara

ARangomPara

mmmm

m

CCC

mmmm

m

CCC

mmmm

m

CCC

ARango

 

 
adoerInCompatibleincógnARangoARangomPara mindet.º2'10 ⇒<==⇒=  

 
leIncompatibARangoARangomPara ⇒==⇒≠ 3';;210  
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b ) 

 Para m = 10 resulta el sistema 








=+−
=+−
=−+

10255

32

12

zyx

zyx

zyx

, que es compatible indeterminado.  

Para resolverlo despreciamos una de las ecuaciones (tercera) y parametrizamos 
una de las incógnitas (z = λ): 
 

λλ
λ

λ
λ
λ

λλ
λ

λ
λ
λ

5

3
1;;355

2642

12

32

12

5

1
1;;55

32

2224

32

12

+−=+−=⇒




+−=+−
+=+





−=−
+=+

+=+=⇒




−=−
+=+





−=−
+=+

yy
yx

yx

yx

yx

xx
yx

yx

yx

yx

 

 

R

z

y

x

Solución ∈∀















=

+−=

+=

λ

λ

λ

λ

,
5

3
1

5

1
1

:  

 
********** 
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4º) Dadas las rectas 
23

1

2

1

−
=+=−≡ zyx

r  y 















=

+=

−−=

≡

tz

ty

tx

s

3

3

5

4
3

2

, se pide: 

 
a ) Estudiar la posición relativa de ambas rectas. 
 
b ) Hallar una recta que pasa por el origen de coordenadas y sea perpendicular a las rec-
tas r y s. 

----------  
a ) 
 Un vector director de r es ( )2,3,2 −=u  y uno de la recta s es ( )3,1,4−=v . 
 
 Como quiera que los vectores vyu  son linealmente independientes, las rectas r 
y s se cruzan o se cortan. Para diferenciar el caso haremos lo siguiente: determinamos  
un tercer vector, w , que tenga como origen un punto de r, por ejemplo A(1, -1, 0), y 
por extremo un punto de s, por ejemplo, para t = ⅓, el punto B(-2, 2, 1): 
 

( ) ( ) ( )1,3,30,1,11,2,2 −=−−−=−== ABABw . 
 
 Si el rango de { }wvu ,,  es 3, r y s se cruzan y si el rango es 2, se cortan: 
 

[ ] 3,,041212418162

122

314

232

=⇒≠−=+−−−+=
−
−

−
wvudeRango . 

cruzansesyrrectasLas  

 
b ) 
 La recta pedida, d, tiene como vector director a cualquier vector que sea lineal-
mente dependiente del producto vectorial de los vectores directores de las rectas. 
 

( ) zkjijikkji

kji

uvz ==++=−++++=
−

−=∧= 14,2,11142116212289

314

232 . 

 
 La recta pedida, dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
 

14211

zyx
d ==≡  
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