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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Se debe responder a una pregunta de cada bloque. 
 
Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que componen la 
opción elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal podrá anular su 
examen. 
 
En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos empleados pa-
ra solucionarlo. Se califica todo. 
 

OPCIÓN A 
 
1º) Dada la función ( ) cbxaxxf ++= 2 , determinar los valores α, b y c para que se cum-
plan las siguientes condiciones: 
 
a ) Que la gráfica de f(x) pase por el punto A(0, 4). 
 
b ) Que la recta 74 +−= xy  sea tangente a la gráfica de f(x) en el punto de abscisa x = 1. 
 

---------- 
 
 Para que la función ( ) cbxaxxf ++= 2  pase por el punto A tiene que ser ( ) 40 =f : 
 

( ) ( ) 4402 =⇒=⇒++= cfcbxaxxf . 

 
La pendiente a una curva en un punto coincide con el valor de la derivada de la 

curva en ese punto. La pendiente de la recta 74 +−= xy  es 4−=m . 
 
 ( ) ( ) 4241'2 −=+⇒−==⇒+= bafmbaxxf .      (1) 
 
 Para x = 1 los valores de las funciones curva y recta son iguales, o sea, ( ) ( )11 yf = : 
 

( )
( ) 1;;34

3741

41
−=+=++⇒





=+−=
++=

baba
y

baf
.      (2) 
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 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
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( ) 443 2 ++−= xxxfesfunciónLa  
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2º) Para la fabricación de un determinado producto, se necesita invertir dinero en con-
tratar operarios y comprar máquinas. El dueño de la fábrica ha estimado que si compra 
“y” máquinas y contrata “x” operarios, el número de unidades de producto que puede 
fabricar viene dado por la función yxP 2105= . Cada máquina le supone una inversión 
de 2.000 euros y cada contrato de un operario le cuesta 1.600 euros. Si el empresario 
sólo dispone de un presupuesto de 12.000 euros para este fin, determina el número de 
operarios que debe contratar y el número de máquinas que debe comprar para maximi-
zar la producción. 

---------- 
 
 Por los datos del ejercicio tiene que ser:  
 

4

530
;;3045;;1201620;;000.12600.1000.2

x
yyxyxyx

−≤≤+≤+≤+ . 

 
Sustituyendo el valor obtenido en la función de producción de unidades del pro-

ducto a fabricar, resulta: 
 

( )xx
x

xyxP −=−== 6
4

525

4

530
·105105 222 . 

 
Para que la producción sea máxima tiene que anularse su derivada: 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) =−=−−=−+−= 2222 312·
4

525
212·

4

525
1·6·2·

4

525
' xxxxxxxxP  

 

( ) 4;;004·3·
4

525
21 ==⇒=−= xxxx . Es evidente que la solución lógica es x = 4. 

 
 Vamos a justificar que para x = 4 se produce un máximo, para lo cual tenemos 
que probar que la segunda derivada es negativa para este valor: 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...,012·
4

525
4·612·

4

525
4''612·

4

525
'' pqcPxxP <−=−=⇒−= . 

 
Teniendo en cuenta que, tanto el número de obreros como el de máquinas tienen 

que ser números naturales, el número de obreros a contratar es el mayor posible de su 
expresión en función de x: 

 

25'2
4

10

4

2030

4

4·530 =⇒==−=−≤ yy . 

 
La producción se maximiza comprando 4 máquinas y contratando a dos obreros. 

 
********** 
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3º) Resolver la ecuación IBXA T 2· += , siendo 








−
−

=
34

13
A ; 









−
−

=
24

12
B  e I la ma-

triz unidad de orden 2. 
---------- 

 
⇒+= IBXA T 2·  Multiplicando por la izquierda por la inversa de A: 

 
( ) ( ) ( )IBAXIBAXIIBAXAA TTT 2·;;2··;;2··· 1111 +=+=+= −−−− . 

 

IBIBB TTT 2
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 Para obtener la matriz inversa de A utilizamos el método de Gauss-Jordan. 
 

( ) { } { }⇒−→⇒





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 Sustituyendo los valores obtenidos en la expresión de X y operando: 
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4º) Dadas las rectas ( ) ( ) ( )2,1,25,4,8,, −−+−−=≡ λzyxr  y 




=−
=−

≡
6054

834

xz

xy
s . 

a ) Comprobar que se cortan en un punto y obtener sus coordenadas. 
 
b ) Hallar la ecuación de la recta t paralela a s que pasa por el punto P(1, 0, -1). 
 

---------- 
a )  

 Una expresión más correcta de s es 




−=−
−=−

≡
6045

843

zx

yx
s . 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 








−=
+−=
−−=

≡
λ
λ
λ

25

4

28

z

y

x

r , y por 

unas ecuaciones continuas es 
2

5

1

4

2

8

−
−=+=

−
+≡ zyx

r ; por último la expresamos por dos 

ecuaciones implícitas: 




−=+
−−=+

≡
58

828

zx

yx
r  o mejor expresada: 





−=−
−=+

≡
13

162

zx

yx
r . 

 
 Si las rectas r y s se cortan en un punto el sistema que forman tiene por soluciones 

las coordenadas de dicho punto. El sistema es 













−=−
−=+
−=−
−=−

13

162

6045

843

zx

yx

zx

yx

. 

 
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius, para que el sistema de cuatro ecuaciones 
con tres incógnitas sea compatible determinado, el rango de las matrices de coeficientes 
y ampliada tienen que tener de rango tres. 
 

 Las matrices son 



















−

−
−

=

101

021

405

043

M  y 



















−

−
−

=

13101

16021

60405

8043

'M . 

 

{ } 30402416

021

405

043

,, 321 =⇒≠=+=−
−

⇒⇒ MRangoFFFMRango . 

 

{ } =

−

−

⇒−=⇒

−

−
−

⇒

13101
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8001

8043

4
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16021
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' 422 FFFMRango  
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( ) 3'04321·16

211

101

123

·16

1621

801

843

=⇒=+−−=
−

=
−

⇒ MRango . 

 
En efecto, las rectas se cortan en un punto, c. q. c. 

 
 Para determinar el punto de corte despreciamos una ecuación y resolvemos el sis-

tema resultante (por ejemplo, la segunda): 








−=−
−=+
−=−

13

162

843

zx

yx

yx

. 

 

 De las dos primeras ecuaciones: 8;;405
3242

843
−=−=⇒





−=+
−=−

xx
yx

yx
. 

 
 4;;82;;1628;;162 −=−=−=+−−=+ yyyyx . 

 
 zxzzx ==+−=+=−=− 513813;;13 . 
 

El punto de corte de las rectas r y s es P(-8, -4, 5). 
 
b ) 

 Un vector director de la recta 




−=−
−=−

≡
6045

843

zx

yx
s  puede ser cualquier vector que 

sea linealmente dependiente del vector que se obtiene al multiplicar vectorialmente los 
vectores normales de los planos que la determinan, que son ( )0,4,31 −=n  y 

( )4,0,52 −=n . 
 

( ) '20,12,16201216122016

405

043' 21 ukjijki

kji

nnu ==++=++=
−

−=∧= . 

 
Un vector director de s es ( )5,3,4=u . 

 
 La recta t, paralela a s que pasa por P(1, 0, -1) es: 
 









+−=
=

+=
≡

λ
λ

λ

51

3

41

z

y

x

t  
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OPCIÓN B 

 

1º) Hallar valores de m para que la función ( )




>−
≤

=
− 0,1

0,·2

xsie

xsixsenm
xf

mx
 sea derivable en 

toda la recta real. 
---------- 

 
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto. 
 
 La función es continua para cualquier valor real de x, excepto para x = 0 cuya 
continuidad es dudosa y se estudia a continuación. 
 
 Para que f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los límites por la 
izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la función en ese punto: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) 0

011
00

00·
00

0

2

=⇒













=−=−
→

=
→

==
→

=
→

−
+

−

xparacontinuaesxf

ee
x

lím
xf

x

lím

fxsenm
x

lím
xf

x

lím

mx

. 

 
 Una función es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y además, son iguales. 
 

( )
( ) ;;
0'

1·0'

0

0cos·
)(' 2

222

mm
mf

mmf

xsiem

xsixm
xf

mx
−=⇒





−=
==

⇒




>−
≤

=
+

−

−
 

 
( ) 1;;001;;0 21

2 −==⇒=+=+ mmmmmm . 

 
La función f(x) es derivable en x = 0 para m = 0 y para m = -1. 
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2º) Calcular:  a )  ∫ +=
2

0

2
1 ·12· dxxxI   b )  ∫ −

+= dx
xx

x
I ·

2

3
2

2

2 . 

 
---------- 

a )   

==⇒
















=→=

=→=

=
=

=+
⇒+= ∫∫

9

1
1

4
1

2

2

0

2
1 4

1
·

10

92

4

12

·12· dttI

tx

tx

dtxdx

dtdxx

tx

dxxxI  

 

[ ] ( ) ( )[ ] ( )

1

9

1

9

1

2

3
9

1

1
2

1
9

1

2

1

3

13
26·

6

1

127·
6

1
1199·

6

1
·

3

2
·

4

1

2

3
·

4

1

1
2

1
·

4

1
··

4

1

I

tt
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dtt

===

=−=−==
















=
















+
==

+

∫

 

 
 
b )   

=
−
++

−
−=

−
++−=

−
+= ∫∫∫∫ dx

xx

x
dx

xx

xx
dx

xx

xxx
dx

xx

x
I ·

2

32
·

2

2
·

2

322
·

2

3
22

2

2

2

2

2

2  

 

232
·

2

32
IIxdx

xx

x
dx =+=

−
++= ∫∫ . 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

=
−

+−=⇒==+=−=−=⇒








=−
=+

⇒

⇒
−

−+=
−

+−=
−

+−=
−

+=
−
+

⇒
−
+=

∫∫

∫

dx
x
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x

IBABA
A

BA

xx

AxBA

xx

BxAAx

xx

BxxA

x

B

x

A

xx

x
dx

xx

x
I

·
2

1

2

7
·

1

2

3

2

7

2

3
22;;

2

3
32

2

2

2

2

2

2

2

22

32
·

2

32

3

3

 

 

33

7
2

·
2

1
2·

2

7
·

2

3
IC

x

x
LCxLxL =+

−
=+−+−= . 

 
 Sustituyendo en el valor de I2: 
 

C
x

x
LxI +

−
+=

3

7

2

2

2

1  
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3º) Estudiar la compatibilidad del sistema 








=−−
−=+

=+−

8743

23

123

zyx

zx

zyx

y en caso posible, resolverlo. 

 
---------- 

 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

  
















−
−−

−
=

















−−

−
=

8

2

1

743

301

123

'

743

301

123

MyM . 

 
 Los rangos de M y M’ son los siguientes: 
 

2036361436184

743

301

123

=⇒=−=−+−−=
−−

−
= MRangoM . 

 

{ }

{ }

{ }

2'

02812848

874

230

112

,,

084296772

873

231

113

,,

01624124

843

201

123

,,

'

432

431

421

=⇒















































=+++−=
−−

−
−

⇒

=−−−−−=
−

−⇒

=+−+−=
−

−
−

⇒

⇒ MRango

CCC

CCC

CCC

MRango  

 
adoerInCompatibleincógnitasnMRangoMRango mindetº2' ⇒<==  

 
Para resolverlo despreciamos una de las ecuaciones, por ejemplo la segunda; el 

sistema resulta 




−=+
=+−

23

123

zx

zyx
. Haciendo λ=z ; λ32 −−=x ; el valor de y es: 

 









=
−−=
−−=

⇒−−=−−==+−−−
λ

λ
λ

λλλλ
z

y

x

Soluciónyyy 4

32

:4;;872;;1296 2
7

2
7 . 
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4º) Dada la recta 1
32

3 +==−≡ z
yx

r  y los puntos A(1, 1, 0) y B(2, 0, -3), se pide: 

 
a ) Hallar la ecuación general del plano π que contiene a la recta r y al punto A. 
 
b ) Hallar el ángulo formado por la recta r y la recta que pasa por los puntos A y B. 
 

---------- 
a )  
 Un punto y un vector director de r son P(3, 0, -1) y ( )1,3,2=v , respectivamente. 
 
 Los puntos A y P determinan el vector ( )1,1,2 −−=−== APAPw . 
 
 El plano π pedido lo determinan los vectores ( )1,3,2=v  y ( )1,1,2 −−=w  y el 
punto A(1, 1, 0): 
 

 ( ) ;;0

112

132

11

,; =
−−

−−
≡

zyx

wvAπ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;081412;;0121612213 =−−+−−=−+−+−−+−−− zyxyxzyzx  

 
( ) ( ) 04221;;04121 =++−−=+−−− zyxzyx . 
 

0142 =++−≡ zyxπ  

 
 
b )  
 Los puntos A y B determinan el vector ( )3,1,1 −−=−== ABABu . 
 
 El ángulo pedido es el mismo que forman los vectores u  y v . 
 
 Del concepto de producto escalar de dos vectores puede deducirse el valor del 
coseno del ángulo que forman: 
 

( ) ( )
( ) ( )

=
++−+−+

−−==⇒=
222222 132·311

1,3,2·3,1,1

·

·
coscos···

vu

vu
vuvu αα  

 

''14'48º1083223'0
154

4

14·11

4

194·911

332 =⇒−=−=−=
++++

−−= α . 

 
 Como quiera que el ángulo pedido es el formado por las rectas, debemos conside-
rar al menor de los ángulos, que siempre es menor o igual a 90º. 
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La mejor solución es el ángulo complementario de α, que es β = 71º 11’ 46’’. 

 
El ángulo que forman la recta r y la recta que pasa por A y B es β = 71º 11’ 46’’. 

 
********** 
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