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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se debe responder a una pregunta de cada bloque.

Elija una de las dos opciones, A o0 B, y conteste a las cuatro cuestiones que compon
opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal podra anula
examen.

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos empleados
ra solucionarlo. Se califica todo.

OPCION A

1°) Dada la funcionf( 3 = a¥ + bx+c, determinar los valoras b y ¢ para que se cum-
plan las siguientes condiciones:

a ) Que la gréfica de f(x) pase por el punto A(O, 4).
b ) Que larecty = -4x+ 7 sea tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x =

Para que la funcionf ¥ = a¥ + bx+c pase por el punto A tiene que gép)=4:

1()): aX + bx+c = f(O):4 = c=4.

La pendiente a una curva en un punto coincide con el valor de la derivada d
curva en ese punto. La pendiente de la rgetad4x+7 esm=-4.

{)=2axtb= m=f()=-4= 2a+b=-4. (1)

Para x = 1 los valores de las funciones curva y recta son iguales,fgisea(1):

;((j))—:f:+b7+—43} = a+b+4=3;; atb=-1. (2)
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Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

= a=-3 ;;a+b=1;;-3+b=1;;Db

4.

2a+b=-4| 2a+b=-4
atb=-1| -a-b=1

La funciénes f(x)=-3¢ + 4x+4
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2°) Para la fabricacion de un determinado producto, se necesita invertir dinero en
tratar operarios y comprar maquinas. El duefio de la fabrica ha estimado que si cor
“y” maquinas y contrata “x” operarios, el numero de unidades de producto que pu
fabricar viene dado por la funcioh=105x"y. Cada maquina le supone una inversion
de 2.000 euros y cada contrato de un operario le cuesta 1.600 euros. Si el empre
solo dispone de un presupuesto de 12.000 euros para este fin, determina el nime
operarios que debe contratar y el nimero de maquinas que debe comprar para ma
zar la produccion.

Por los datos del ejercicio tiene que ser:

2000 169G 12000 ;; 28+ 1§'< 120 ;; 5x+dy<30 ;; y< 30;5X,

Sustituyendo el valor obtenido en la funcion de produccion de unidades del p
ducto a fabricar, resulta:

P=105%y = 105¢ - 30;5X = 5j5x2(6— x).

Para que la produccion sea maxima tiene que anularse su derivada:

P':ST25 -[2x (6= x) + x2 -(—1)]:%5 : (12x—2x2—x2):5725 : (12x—3x2):

== .x(4-x=0= x =0 ;; x, =4. Es evidente que la solucién légica es x = 4.

Vamos a justificar que para x = 4 se produce un maximo, para lo cual tenen
gue probar que la segunda derivada es negativa para este valor:

p--(x):%5 (12-6%) = p--(4):5725 (12- 6-4):%5 (-13<0, cgp..

Teniendo en cuenta que, tanto el nUmero de obreros como el de maquinas tie
gue ser numeros naturales, el nimero de obreros a contratar es el mayor posible
expresion en funcion de x:

ys 30_45'4= 30;20:%):2'5 = y=2.

La produccion se maximiza comprando 4 maquinas y contratando a dos obreros.
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. . -3 1 2
3°) Resolver la ecuacioA- X =B" +2I, S|endoA:( A J; B :(4 )

Jellama—
-3

triz unidad de orden 2.

A- X =B" +2I = Multiplicando por la izquierda por la inversa de A:

AL A X= A (BT +2) ;1 -x=A (B +2) ;; x=AT (BT +21).

. 2 4 . 2 4 2 0 4 4 .
B = B +2] = + = =B +2I.
-1 -2 -1 -2 0 2 -10

Para obtener la matriz inversa de A utilizamos el método de Gauss-Jordan.

IR I B E A A T Gl Bt B AR R S
4 -3 01 LT 230 01 27 T2 T

1 1
—4 -

0 1

J

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X y operando:

-3 -1 4 4 —L241 _12_0 —u 1
—_ -1 T - 5 5 — 5 5 — 5 5
5 5 5 5 5 5

|=tr, - el

1 -2 1 1
‘ J:{Fl—»F1+2F2}:>

4 3
5 5

10| =8 ) (-
:01‘_A_§J:>A__A_
5 5 5

Ullw G-

[N

glw vl
=
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4y—-3x =8
47-5x =60
a ) Comprobar que se cortan en un punto y obtener sus coordenadas.

4°) Dadas las rectas=(x,y ,z)=(- 8- 4, 9+A(-2 1 -2) y ss{

b ) Hallar la ecuacioén de la recta t paralela a s que pasa por el punto P(1, O, -1).

a)
. . 3x—-4y=-8
Una expresion mas correcta de se y :
S5x— 4z =-60
X=-8-24
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasseg=-4+41 , y por
z=5-21

+ + - -
X 28 = y14 =2 25; por Gltimo la expresamos por dos

X+8=-2y-8
X+8=z-5

unas ecuaciones continuasres

X+ 2y =-16

ecuaciones implicitas: = :
X—z=-13

0 mejor expresada:s{

Silas rectas ry s se cortan en un punto el sistema que forman tiene por soluci

3X—-4y=-8
. . 5x— 4z = -60
las coordenadas de dicho punto. El sistema es :
X+ 2y =-16
Xx—z=-13

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, para que el sistema de cuatro ecuac
con tres incognitas sea compatible determinado, el rango de las matrices de coeficie
y ampliada tienen que tener de rango tres.

3 -4 0 3-4 0 8
. 5 0 -4 5 0 -4 60
Las matrices soM = y M'= :
1 2 0 1 2 0 16
1 0 -1 1 0 -1 13
3 -4 0
RangoM = {F, F,, F} = |5 0 -4|= 16+ 24= 40# 0= Rango M =3.
1 2 0
3-4 0 8 3-4 0 8
5 0 -4 60 1 0 0 8
RangoM' = ={F,=F,-4F} = =
1 2 0 16 1 2 0 16
1 0 -1 13 1 0 -113



3 -4 8 3-21
=1 0 8[=16-{1 0 1|=16(1-2-3+4)=0 = Rango M'=3.
1 2 16 11 2

En efecto, las rectas se cortan en un punto, c. g. C.

Para determinar el punto de corte despreciamos una ecuacion y resolvemos e

3X-4y=-8
tema resultante (por ejemplo, la segunda) 2y = -16.
Xx—-z=-13

. . 3x-4y=-8
De las dos primeras ecuaciones: = X=-40;; x=-8.
X+ 4y = -32

X+ §=-16;;- 8 y=-16 ;; 2y=-8 ;; y=-4.
Xx—z=-13 ;;z=x+13=-8+13=5=7.

El punto de corte de las rectas ry s es P(-8, -4, 5).

b)
X-4y=-8

Un vector director de la rectas{ 0 puede ser cualquier vector que

5x— 4z = -6
sea linealmente dependiente del vector que se obtiene al multiplicar vectorialmente
vectores normales de los planos que la determinan, que nser(3 -4, 0) y

_—

n, =(5 0, -4).

i j K
u=n0n, =3 -4 0|= 16 RO+ 12= 6+ 12+ 2@=(16 12 20)=u'.
5 0 -4

Un vector director de s es =(4, 3 5).

Larectat, paralela a s que pasa por P(1, 0, -1) es:

Xx=1+4A
t=y=34
z=-1+54
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OPCION B

m-senx, si x<0
e™-1 si x>0

1°) Hallar valores de m para que la funcit{x) :{ sea derivable en

toda la recta real.

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicidn necesaria que
continua en ese punto.

La funcidn es continua para cualquier valor real de x, excepto para x = 0 ct
continuidad es dudosa y se estudia a continuacion.

Para que f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los limites po
izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcién en ese punto:

lim F(x) = lim (rﬁ.senx):Q:f(O)

X-0 X0 _
) . = { X escontinua para x=0.
X - 0" X -0

Una funcién es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

= nf=-m;;

f'(x):{nf oS X si x<0 {f'((f):m2 1=m

- me™ si x>0 f'(O*):in a

Mm+m=0; mMm+1)=0= m=0; m =-1.

La funcion f(x) es derivable en x =0 param =0y param = -1.
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=[5 .
0 X° —2X

a)
, 22X +1=t|x=2-t=9 .
Ilzj'x-x/2x2+1-dx:> 4 xdx= dt = Ilzjﬁ-%fdt:
° xdx=1dt | x=0-1t=1 !

1 7.5 1]t 1 |t 1 2 s_1 1
== .|t? t==—. == .| — = .=ttt == - -1/il== -(27-1) =
v =] e k=g deve- il er-y
1 2 1
:£'26:£32|1
6 3
b)
¢ X°+3 X -2+ 2x+3 X -2x 2x+3
2_J‘x2—2x'dX_J. X2 = 2x dX_J-xz—Zx dX+J‘x2—2x dx=
:J'dx+J'x22X_+2?;-dx:x+I3:I2.
¢ 2x+3 2x+3 _A. B _ Ax-2)+Bx_ Ax-2A+Bx_ (A+ B)x-2A
IS—I -dX = =—+ = = = =
x(x-2) (x-2) x x-2  Xx-2) X(x-2) x(x - 2)
{A+B:2}:>A:—§ B:2—A:2+§:Z:B:}|3:—§I1 dx+z -
-2A=3 2 2 2 2°X 2°7Xx-2
7
=3 Lx+ L x-2/+c=1 =2l ooy,
2 2 X
Sustituyendo en el valor dg |
[x-2f
l,=x+—- L +C
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3x-2y+z=1
3°) Estudiar la compatibilidad del siste 3z=-2 Yy encaso posible, resolverlo.
3X—4y-7z2=8

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 -2 1 3 -2 1 1
M=1 0 3|yM=1 0 3 -2|.
3 -4 -7 3 -4 -7 8

Los rangos de M y M’ son los siguientes:

3 -2 1
IM|=[1 0 3|=- 4 18 36 14=36-36=0 = Rango M =2.

3 -4 -7
3 -2 1

{c.c,ct=1]1 0 -2|=-4 12 24+16=0
3 -4 8
31 1

RangoM'={{C, C,, C} = |1 3 -2|= 72 7- 6- 9-42-8=0+ = RangoM'=2

3 -7 8
-2 1 1

{c,c,.c}l=1]0 3 -2/=-48 8 12+28=0
-4 -7 8

Rango M= Rango M '= 2<n° incégnitas = Compatible Indeterminado

Para resolverlo despreciamos una de las ecuaciones, por ejemplo la segunc

3x-2y+z=1

. Haciendoz=A1; x=-2-31; el valor de y es:
X+3z=-2

sistema result%

x=-2-31
-6 AN-y+A=1;, 2y=-7-81;; y=-1-41 = Solucion {y=-1-44.
z=A
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4°) Dada la rectas%?’ :% =z+1 Yy los puntos A(1, 1, 0) y B(2, 0, -3), se pide:

a ) Hallar la ecuacién general del planque contiene a la recta r y al punto A.

b ) Hallar el &ngulo formado por la recta r y la recta que pasa por los puntos Ay B.

a)
Un punto y un vector director de r son P(3, 0, -3) ¥(2, 3 1), respectivamente.

Los puntos Ay P determinan el vector= AP= P-A=(2, -1, -1).

El planor pedido lo determinan los vectores=(2, 3 1) y w=(2 -1, -1) y el
punto A(1, 1, 0):

x-1 y-1 z
n(A- v, W)s 2 3 1|=0;;
2 -1 -1

- (3 )r 2+ - 1 e+(x- 1+ By-)1=0;;- Ex-)+4y-1)-82=0;;
(% )= £y )+ 42= 0 ;; x-1- 2y+ 2+ 4z=0.

NIE X—2y+4z+1=0

b)
Los puntos Ay B determinan el vectar= AB=B-A=(1, -1, -3).

El angulo pedido es el mismo que forman los vectaras v .

Del concepto de producto escalar de dos vectores puede deducirse el valot
coseno del angulo que forman:

—_—

u -V:‘U‘ ‘V‘ .c0S@ = Ccosa = v (1-2-3-(231 =

TRy

—_—

2-3-3 _ -4 _ -4

— = = = -03223 = g = 109 48 14",
JH B 9.J4+9+1 J11.4/14 154

Como quiera que el angulo pedido es el formado por las rectas, debemos con:
rar al menor de los angulos, que siempre es menor o igual a 90°.



La mejor solucion es el angulo complementariadgue e = 71° 11’ 46”.

El angulo que forman la recta r y la recta que pasa por A \pB-&4° 11’ 46”.
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