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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro preguntas que com-
ponen la opción elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal podrá anu-
lar su examen. 

En el desarrollo de cada respuesta, detalle y explique los procedimientos emplea-
dos en la misma. Se califica todo. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dada la función ( )
4

32
2

2

−
+=

x

x
xf . 

 
a ) Obtener su dominio y los cortes con de su gráfica con los ejes coordenados (expli-
car). 
 
b ) Hallar las asíntotas horizontales y verticales de su gráfica, justificándolas. 
 
c ) Determinar intervalos de crecimiento, intervalos de decrecimiento y extremos relati-
vos de esta función. Justificar los resultados obtenidos. 
 

---------- 
a ) 
 El dominio de una función racional es R, excepto los valores reales de x que anu-
lan el denominador. 
 

 ( )( ) ( ) { }2,2
2

2
02204

2

12 −−⇒⇒





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 Cortes con el eje X:  ( ) Rxx
x

x
xfy ∉⇒=+=

−
+

⇒== 032;;0
4

32
0 2

2

2

. 

 
La función f(x) no tiene puntos de corte con el eje X. 

 

 Cortes con el eje Y:  ( ) 






 −⇒
−

=⇒=
4

3
,0

4

3
00 Afx . 
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b ) 
 Las asíntotas verticales son los valores finitos de x que hacen que la función valga 
más infinito o menos infinito, o sea, son los valores infinitos de los límites laterales de 
la función para los valores de x que anulan el denominador: 
 

( )( ) 2;;202204 21
2 −==⇒=−+⇒=− xxxxx . 

 
Las rectas x = 2 y x = -2 son asíntotas verticales de la función. 

 
 Las tendencias de las asíntotas verticales son las siguientes: 
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 Las asíntotas horizontales son los valores finitos que toma la función cuando x 
tiende a más infinito o a menos infinito: 
 

( ) y
x

x

x
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xf

x

lím
y ==

−
+

±∞→
=

±∞→
= 2

4

32
2

2

 

 
La recta y = 2 es asíntota horizontal de la función. 

 
c ) 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2222
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( ) ( ) 0;;022;;0
4

22
0'

22
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−
−

⇒= xx
x

x
xf . 

 
( ) ( ) ( )0,22,:00' −∪−∞−⇒<⇒> oCrecimientxxf  

 
( ) ( ) ( )∞+∪⇒>⇒< ,22,0:00' ntoDecrecimiexxf  
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Una función tiene un máximo o un mínimo relativos para los valores de x que 
anulan la primera derivada; en este caso x = 0. 

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos se recurre a la segunda de-

rivada: si es positiva para los valores que anulan la primera derivada, se trata de un mí-
nimo relativo y, se es negativa, de un máximo relativo. 
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( ) ⇒<

−
=

−
+= 0

64

88

40

4022
0''

3
f  Máximo relativo para x = 0. 
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2º) La temperatura T, en grados centígrados, que adquiere una pieza sometida a un cier-
to proceso de 6 horas de duración, viene dada en función del tiempo t trascurrido en ese 

proceso por la expresión 
106

155
20

2 +−
−+=
tt

t
T  ( )60 ≤≤ tcon . Determinar en qué momento 

del proceso la pieza alcanza su temperatura máxima y en qué momento alcanza su tem-
peratura mínima. Justificar las respuestas. 

---------- 
 
 La temperatura será máxima o mínima para los valores que anulen la primera de-
rivada de la expresión dada de la temperatura. 
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4;;2 21 ==⇒ tt . 

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si 

es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trata de un mínimo y, si es 
negativa, de un máximo. 
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El proceso alcanza la temperatura máxima a las 4 horas de comenzar. 
 
El valor de la temperatura máxima es la siguiente: 
 

MÁXMÄX TT ==+=+=
+−

−+=
+−

−+= º5'225'220
2

5
20
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1520
20

104·64
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20

2
. 

 
El proceso alcanza la temperatura mínima a las 2 horas de comenzar. 

 
El valor de la temperatura mínima es la siguiente: 
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TT

´2
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3º) Resolver la ecuación matricial BCXA 32· =+ , siendo 



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

−−
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



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

−
=
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41
C  (detallar todos los cálculos realizados). 

---------- 
 

MXAMCBCXABCXA ==−=+=+ ·;;232·;;32· .  
 
Multiplicando por la izquierda por A-1: 
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 Sustituyendo en la expresión de X los valores de M y A-1: 
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4º) Estudiar la posición relativa de las rectas 
52

3

3

2 zyx
r =

−
+=−≡  y 





=+−
=+−

≡
52

024

zyx

zyx
s  

(explicar el procedimiento utilizado). 
 

---------- 
 

 La expresión de 




=+−
=+−

≡
52

024

zyx

zyx
s  dada por unas ecuaciones paramétricas es la 

siguiente: 
 

 ;;25
25

42

25

42

52

024
λ

λ
λ

λ
λ

λ +=⇒




−=+−
=−





−=+−
−=+−

⇒=⇒




=+−
=+−

≡ y
zy

zy
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zy
x
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







=
+=

=
≡⇒==++−=+−=

10

2510252525

z

y

x

szyz λ
λ

λλλ . 

 
 Los vectores directores de las rectas pueden ser ( )5,2,3 −=rv  y ( )0,2,1=sv  que, 
evidentemente, no son paralelos por no ser proporcionales sus componentes, lo cual im-
plica, necesariamente, que las rectas no son paralelas, por lo cual: o se cortan o se cru-
zan. 
 
 Para diferenciar el caso determinamos el vector BAw = , siendo A(2, -3, 0) un 
punto de r y B(0, 5, 10) un punto de s. 
 
 ( ) ( ) ( )10,8,210,5,00,3,2 −−=−−=−== BABAw . 
 
 Según que los vectores { }wvv sr ,,  tengan rango 2 o 3 las rectas se cortan o se 
cruzan, es decir, están o no en un mismo plano, respectivamente. 
 

{ } { } 3,,020204060

1082

021

523

,, =⇒≠−−−−=
−−

−
⇒ wvvRangowvvRango srsr . 

 
Las rectas r y s se cruzan. 
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OPCIÓN B 
 
1º) a ) Dada la función ( ) ( )xxf 3cos2= , hallar las ecuaciones de las rectas tangente y 
normal a su gráfica en el punto de abscisa 12/π=x (explicar). 
 
b ) Hallar, justificando los resultados obtenidos, los extremos relativos y los puntos de 
inflexión de la función ( ) 51232 23 +−−= xxxxg . 
 

---------- 
a )  

 El punto de tangencia es ( ) 







⇒=







=






==
2

1
,

122

1

2

1

4
cos

4
cos

22
2

12

ππππ Tf . 

 
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es el valor de la derivada 
en ese punto. 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxsenxsenxxf '633·3·3cos·2' =−=−= . 

 

 ( ) msenfm =−=−=−== 31·3
2

3' 12

ππ . 

 
 La ecuación de la recta tangente es la siguiente: 
 

 ( ) 024121224;;
4

3
2

1
;;

12
3

2

1 =+−+≡⇒+−=−+−=−






 −−=− ππππ
yxtxyxyxy . 

 
 La normal a una curva en un punto tiene como pendiente la inversa y de signo 

contrario de la pendiente de la recta tangente: '
3

1

3

11
' m

m
m ==

−
−=−= . 

 La ecuación de la recta normal es la siguiente: 
 

 ( ) 0183612121836;;
3632

1
;;

123

1

2

1 =−+−≡⇒−=−−=−






 −=− ππππ
yxnxy

x
yxy . 

 
 
b )  
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo para aquellos valores de x 
que anulan la primera derivada. 
 

( ) ( ) ⇒
±=±=+±==−−=−−=−−=
2

31

2

91

2

811
;;02;;026;;01266' 222 xxxxxxxxg  

 
2;;1 21 =−=⇒ xx . 

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: si 
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es positiva para los valores que anulan la primera, se trata de un mínimo y, si es negati-
va se trata de un máximo. 
 

 ( )
( ) ( )

( )







=→>=−=−=→=

−=→<−=−−=−−=−→−=

⇒−=
2.01862462·122''2

1.01861261·121''1

612''

xparaMíngx

xparaMáxgx

xxg . 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )12,1.125123251·121·31·21 23 −⇒⇒=++−−=+−−−−−=− AMáxg . 

 
( ) ( )25,2.253621524121652·122·32·22 23 −⇒⇒−=−=+−−=+−−= BMíng . 

 
 Una función tiene un punto de inflexión para los valores que anulan la segunda 
derivada. Esta condición, que es necesaria, no es suficiente; para que exista punto de 
inflexión tiene que ser distinta de cero la tercera derivada para los valores que anulan la 
segunda. 
 

( ) ( )
2

1
;;012;;0126;;06120'' ==−=−=−⇒= xxxxxg . 

 

( )
2

1
..012''' =⇒≠= xparaIPxg . 

  

( )
2

3

2

1
11

4

2
1

4

3

4

1
56

4

3

8

2
5

2

1
·12

2

1
·3

2

1
·2

23

2
1 −=−−=−−=−−=+−−=+







−






−






=g . 

 








 −⇒
2

3
,

2

1
.. CIP  
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2º) Calcular el área comprendida entre la gráfica de la función xxxy 86 23 +−=  y el eje 
OX, haciendo un dibujo aproximado y explicando. 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de la función con el eje de 
abscisas son los siguientes: 
 
 ( ) ⇒=+−=+−= 08686 223 xxxxxxy  
 

=−±==+−=⇒
2

32366
;;086;;0 2

1 xxxx  

 

4;;213
2

26

2

46
32 ==⇒±=±=±= xx . 

 
 Puntos de corte O(0, 0), A(2, 0) y B(4, 0). 
 

Teniendo en cuenta que ( ) 038611 >=+−=y , la 
representación gráfica de la situación es la de la figura adjunta. 

 

( ) ( ) ( )xFxx
xxxx

dxxxxxFdxy =+−=+−=+−== ∫∫
23

4234
23 42

42

8

3

6

4
·86· . 

 
Teniendo en cuenta la integral indefinida anterior y de la observación de la figura 

se deduce el área a calcular, que es la siguiente: 
 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) SFFFFFFFxFxFdxydxyS =−−=−+−=+=+= ∫∫ 40224202·· 2
4

2
0

2

4

2

0

. 

 

 ( ) ( ) ( ) =+−==+−=+−== 23
4

23
4

4·44·2
4

4
4::4161642·42·2

4

2
2;;00 FFF  

 
06412864 =+−= . 

 
SuS ==−−= 28004·2  

 
********** 

X 

Y 

S 

2 

xxxy 86 23 +−=  

O 4 
A B
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3º) Discutir la compatibilidad del sistema 








=+−
=+−
−=−+

43

22

12

mzyx

mzyx

zyx

 según los distintos valores del 

parámetro m. 
----------  

 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

  














 −

−
−

−
=

















−
−

−
=

4

1

13

221

112

'

13

221

112

m

m

My

m

M . 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de m es el siguiente: 
 

( ) 10155546614

13

221

112

=⇒=−=−=−+−++−=
−
−

−
= mmmmm

m

M . 

 
adoerCompatibleincógnMRangoMRangomPara mindet.º3'1 ⇒===⇒≠  

 

 { } { } ⇒⇒⇒−=⇒














 −

−
−

−
=⇒= 42132 ,,'

4

1

1

113

221

112

'1 CCCMRangoCCMmPara  

 

3'0206264263116

413

121

112

=⇒≠−=+−=−+−++−=
−
−

−
⇒ MRango . 

 
leIncompatibMRangoMRangomPara ⇒==⇒= 3';;21  
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4º) Dado el plano ( )R

z

y

x

∈








−+−=
+=

−+−=
≡ µλ

µλ
λ

µλ
π ,

522

4

231

 y dado el punto P(0, 3, -1) exterior a π, 

obtener las ecuaciones en forma continua, en forma paramétrica y como intersección de 
dos planos, de la recta r que pasa por P y es perpendicular al plano π, explicando el pro-
cedimiento utilizado. 

---------- 
 
 Dos vectores directores del plano π son ( )2,1,3=u  y ( )5,0,2=v . 
 
 Un vector director de r puede ser cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los dos vectores directores del plano π: 
 

 ( ) rr vkjijkji

kji

vuv =−−=−−=−−+==×= 2,11,5211515245

502

213 . 

 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 








−−=
−=

=
≡

λ
λ

λ

21

113

5

z

y

x

r . 

 Continua: 
2

1

11

3

5 −
+=

−
−=≡ zyx

r . 

 

 Como intersección de dos planos: 




−=+
=+

≡⇒




+=−
−=−

≡
552

15511

552

15511

zx

yx
r

zx

yx
r . 
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