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MATEMÁTICAS II          Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que com-
ponen la opción elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal podrá anu-
lar su examen. 

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos emplea-
dos para solucionarlo. Se califica todo. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Sea la función ( ) baxxexf ++=

2

. 
 
a ) Calcular α y b para que f(x) tenga un extremo en el punto A(1, 1). 
 
b ) Calcular los extremos de la función f(x) cuando α = 0 y b = 0. 
 

---------- 
a )  
 Por contener la función ( ) baxxexf ++=

2

 al punto A(1, 1) es f(1) = 1: 
 
 ( ) 1;;01111

21 −=+=++⇒=⇒= ++ babaef ba .     (1) 
 
 Una función tiene un extremo relativo en un punto cuando su derivada se anula 
para el valor de la abscisa en ese punto. 
 
 ( ) ( ) baxxeaxxf +++=

2

·2' . 

 
 ( ) ( ) 2;;020·201'

21 −==+⇒=+⇒= ++ aaeaf ba . 

 
 Sustituyendo en (1) el valor de α obtenido: 1;;12 =−=+− bb . 

  
b )  
 Para α = 0 y b = 0 la función resulta ( ) 2xexf = . 
 
 Una función tiene un extremo relativo para los valores de x que anulan la primera 
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derivada. 
 
 ( ) 0;;020·2'

2

==⇒== xxexxf x . 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si 
es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata de un máximo y, si 
es positiva, se trata de un mínimo. 
 
 ( ) ( ) ( )xeexexf xxx +=+= 12··1·2''

2

. 

 
 ( ) ( ) ⇒>=+= 0201·20'' 0ef  Mínimo para x = 0. 
 
 ( ) ⇒=== 10 002

eef  Mínimo:  P(0, 1). 
 

********** 
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2º) Calcular las integrales indefinidas siguientes: 
 

a )  ( )∫ − 213

·5

x

dx .  b )  ∫ −
+

dx
x

x
·

1

4
2

.  c )  ( )
∫

+
dx

x

x
·

2

1 3

. 

 
---------- 

a )   

( ) ( ) =+
−

==⇒








=
=−

⇒
−

=
−

−
−

∫∫∫∫ C
t

dtt
t

dt

dtdx

tx

x

dx

x

dx

1
·

3

5
··

3

5·
·5

·

13

13
·5

13

·5 1
2

2
3
1

3
122

 

 

( ) C
x

C
t

C
t

+
−

−=+−=+−=
133

5

3

51
·

3

5 . 

 
b ) 

BAdx
x

dx
x

x
dx

xx

x
dx

x

x
4·

1

1
·4·

1
·

1

4

1
·

1

4
22222

+=
−

+
−

=










−
+

−
=

−
+

∫∫∫∫ .   (*) 

 

 =+
+−

−=−=−⇒
















−=
=−
=−

⇒
−

=
+−

−

∫∫∫ 1
2
1

1
2

1

2

1

2
1

2

2 1
·

2

1
··

2

1
·

2

1
2

1

·
1

C
t

dtt
t

dt

dtdxx

dtdxx

tx

dx
x

x
A  

 

ACxCtC
t =+−−=+−=+−= 1

2
11

2
1

2

1

1·
2

1 . 

 

 BCxsenarcdx
x

B =+=
−

= ∫ 22
·

1

1 . 

 
 Sustituyendo en (*) los valores de A y B: 
 

Cxxsenarcdx
x

x +−−=
−
+

∫
2

2
14·

1

4 . 

 
c ) 

( )
CxL

xxx
dx

x

xx
dx

x

xxx
dx

x

x ++++=







+++=+++=+

∫∫∫ 2

1

2

3

4

3

62

1

2

3

2

3

22

133

2

1 232233

. 

 
( )

CxLx
xx

dx
x

x +







+++=+

∫ 3
2

3

32

1

2

1 233

. 
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3º) Estudiar el sistema de ecuaciones 








=+−
=++
=+−

042

07

013

zmyx

zyx

zymx

 para los distintos valores del 

parámetro m. Resolverlo cuando m = 3. 
 

----------  
 
 A efectos de rango las matrices de coeficientes y ampliada son iguales por tratar-

se de un sistema homogéneo. La matriz de coeficientes es 
















−

−
=

42

711

131

m

m

A . 

 
 El rango de A en función del parámetro m es el siguiente: 
 

=+±==−−=++−−−=
−

−
=

14

1008819
;;03697472614134

42

711

131
22 mmmmmm

m

m

A  

 

7

12

14

24
;;3

14

42

14

339

14

10899
21 −=−===⇒

±=±= mm . 

 

adoerCompatibleincógnitasnARango
a

a
Para mindetº3

3

7
12

⇒==⇒








−≠
≠

 

 

adoerinCompatibleincógnitasnARango
a

a
Para mindetº2

3

7
12

⇒<=⇒








−=
=

 

 

Resolvemos para m = 3. El sistema resulta 








=+−
=++
=+−

0432

07

0133

zyx

zyx

zyx

 que es compatible in-

determinado; despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, e igualando a 
un parámetro una de las ecuaciones, por ejemplo z = λ: 

 

 λλλλλ
λ
λ

λ
λ

2;;75;;5;;255
432

2133

432

7
−=−=+−−=−=⇒





−=−
−=+





−=−
−=+

yyxx
yx

yx

yx

yx
. 

 

R

z

y

x

Solución ∈∀
















=
−=
−=

λ
λ

λ
λ

,2

5

: . 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



4º) Sea el punto P(1, 0, 1) y la recta 




=−
=−+

≡
12

0

zx

zyx
r .  

 
a ) Hallar la ecuación en forma continua de una recta s que pase por el punto P y sea 
paralela a la recta r. 
 
b ) Halla la ecuación general de un plano π que pase por el punto P y contenga a r. 
 

---------- 
a )  
 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 








=
−−=

+=
≡⇒−−=−−=−=+=⇒=⇒





=−
=−+

≡
λ

λ
λ

λλλλλλ
z

y

x

rxyxz
zx

zyx
r 1

21

121;;21
12

0
. 

 
 Un punto de r es A(1, -1, 0) y un vector director de r es ( )1,1,2 −=rv . 
 
 La recta s, por ser paralela a r, tiene su mismo vector director; su ecuación en 
forma continua es la siguiente:  
 

1

1

12

1 −=
−

=−≡ zyx
s . 

 
b )  
 Los puntos A y P determinan el vector ( ) ( ) ( )1,1,00,1,11,0,1 =−−=−== APAPu . 
 
 Los vectores u  y rv  son vectores del plano π pedido, cuya expresión general es 
la siguiente: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ;;011221;;0

112

110

11

,; =−+−−+−=
−

−−
≡ xzyx

zyx

vuP rπ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) 011;;011;;012212 =+−+−=−−+−=−−+− zyxzyxzyx . 

 
0=−+≡ zyxπ . 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 
1º) En la figura siguiente se muestran la parábola de ecuación ( ) 24 xxf −=  y la recta r 
que pasa por los puntos A y B de la parábola de abscisas -1 y 2, respectivamente. Hallar 
la ecuación de una recta s tangente a la parábola f(x) y paralela a la recta r. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

---------- 
 
 Las coordenadas de los puntos A y B son las siguientes: 
 
 ( ) )0,2(044242 2 Af →=−=−= . 

 
 ( ) ( ) )3,1(314141 2 −→=−=−−=− Bf . 

 
 La pendiente de la recta r es la misma que la del vector BA: 
 

 ( ) ( ) ( ) 1
3

3
3,33,10,2 −=−==⇒−=−−=−= mPendienteBABA . 

 
 La pendiente de la recta pedida s, por ser paralela a r, también es m = -1. 
 
 La pendiente a una función en un punto es igual que la derivada de la función en 
ese punto; como se conoce la pendiente, el valor de la primera derivada tiene que ser 
también ( ) 1' −=xf : 
 

 ( )
2

1
12' =→−=−= xxxf . 

 

 El punto de tangencia es: ( ) 







⇒=−=







−=
4

15
,

2

1

4

15

4

1
4

2

1
4

2

2
1 Tf . 

 

 0174424154;;
2

1

2

1
·1

4

15 =−+≡⇒+−=−+−=






 −−=−≡ yxsxyxxys . 

 
********** 

Y 

O 
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2º) Calcular el área de la región plana limitada por la curva ( )( )32 −−= xxxy  y la recta de 
ecuación y = 0. 

---------- 
 
 Los puntos de corte de la curva polinómica ( )( )32 −−= xxxy  tienen por abscisas 

las soluciones de la ecuación ( )( )
( )
( )
( )









→=

→=

→=

⇒=−−

0,33

0,22

0,00

032

3

2

1

Bx

Ax

Ox

xxx . 

 
 Teniendo en cuenta que, por ejemplo, ( ) ( )( ) 03424·44 >−−=y , la representación 
gráfica aproximada de la curva es la que indica la figura adjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para facilitar la integración obtenemos la expresión polinómica de la curva, que 
es la siguiente: ( )( ) ( ) xxxxxxxxxy 656532 232 +−=+−=−−= . 
 
 De la observación de la figura se deduce el valor del área, que es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) =+−++−=+−−+−= ∫∫∫∫ dxxxxdxxxxdxxxxdxxxxS ·65·65·65·65
2

3

23
2

0

23
3

2

23
2

0

23  

 

−







+−+−








+−=








+−+








+−= 2

34
2

342

3

2
342

0

2
34

2·3
3

2·5

4

2
02·3

3

2·5

4

2
3

3

5

4
3

3

5

4
x

xx
x

xx  

 

=−−=+−+−=−+−






 +−=







+−−

4

81

3

80
5018

4

81
24

3

80
82745

4

81
12

3

40

4

16
·23·3

3

3·5

4

3 2
34

 

 

. Su ==−=−−= 2

12

37

12

563600

12

243320600 . 

 
********** 

Y 

X 

S 

2 O 3
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3º) Determinar los valores de los parámetros α y b para los que tiene inversa la matriz 










+
+

=
baa

bba
A

4
. Calcular la matriz A-1 cuando α = 3 y b = 1. 

---------- 
 
 Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 ( ) ( ) babababababaabba
baa

bba
A =⇒=−=+−=++=−+=

+
+

= 0224
4 222222 . 

 
baRbainversibleesA ≠∈∀ ,, . 

 
 

 Para α = 3 y b = 1 es 







=

43

44
A . Hallamos A-1 por el procedimiento de Gauss-

Jordan: 
 

 ( ) { } { }⇒−→⇒








 −
⇒−→⇒










= 122211 3

10

11

43

01

10

01

43

44
/ FFFFFFIA  

 

{ } 








−
−

=⇒










−
−

⇒→⇒










−
−

⇒ −

1

11

1

11

10

01

43

11

40

01

4
3

1

4
324

1
2 AFF . 
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4º) Determinar la posición relativa de los planos 








−+−=
+=

−+−=
≡

µλ
λ

µλ
β

522

4

231

1

z

y

x

, 22 =++≡ zyxβ , y 

0

11

321

212

3 =+
−

≡
z

y

x

β . 

---------- 
 
 En primer lugar se expresan los planos por ecuaciones implícitas. 
 

 ( ) ( ) ( )5,0,2,2,1,3,2,4,1

522

4

231

2111 −−==−−⇒








−+−=
+=

−+−=
≡ uuP

z

y

x

µλ
λ

µλ
β . 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;0415224415;;0

502

213

241

,; 2111 =−+++−−+−=
−−

+−+
≡ yzyx

zyx

uuPβ  

 
( ) ( ) ( ) 0452115042441155;;02241115 1 =+−−≡⇒=++−+−−=++−++− zyxzyxzyx β . 

 
 022 =−++≡ zyxβ . 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ;;0123431222;;0

11

321

212

3 =+−−−−+++−=+
−

≡ yxzzyx

z

y

x

β  

 
( ) ( ) 03012;;012 3 =−+−≡⇒=−+++−=−++−− zyxzyxzyx β . 

 
 Siendo M y M’ las matrices de coeficientes y ampliada, respectivamente, que de-
terminan los tres planos, según sus rangos, pueden presentarse los seis siguientes casos: 
 
Rango M = Rango M’ = 3   →   S. C. D.   →   Los tres planos se cortan en un punto. 
 
Rango M = Rango M’ = 2   →   S. C. I.   →   Los tres planos se cortan en una recta. 
 
Rango M = Rango M’ = 1   →   S. C. I.   →   Los tres planos son coincidentes. 
 
Rango M = 2 ;; Rango M’ = 3   →   S. I.   →   Dos planos paralelos cortados por el 3º. 
 
Rango M = 1 ;; Rango M’ = 3   →   S. I.   →   Los tres planos son paralelos. 
 
Rango M = 1 ;; Rango M’ = 2   →   S. I.   →   Dos planos coincidentes y secantes al 3º. 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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















−
−

−

−−
=

















−

−−
=

3

2

45

111

111

2115

'

111

111

2115

MyM . 

 

301411521125

111

111

2115

=⇒≠=+++−+=
−

−−
=⇒ MRangoMMRango . 

 
adoerCompatibleincógnMRangoMRango mindet.º3' ⇒=== . 

  
Los tres planos se cortan en un punto. 

 
********** 
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