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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que com-
ponen la opción elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal podrá anu-
lar su examen. 

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos emplea-
dos para solucionarlo. Se califica todo. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Se sabe que la gráfica de ( )
x

bax
xf

+=
2

 tiene una recta tangente horizontal en el pun-

to P(2, 4). Hallar los valores de α y b. 
---------- 

 

Por contener f(x) al punto P(2, 4) es ( ) 84;;4
2

2·
42

2

=+=+
⇒= ba

ba
f .     (1) 

 
La pendiente a una función en un punto el es valor de su derivada en ese punto y 

se sabe que el valor de la pendiente en el punto P(2, 0) es cero: ( ) 02' =f . 
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 Resolviendo el sistema formado por (1) y (2):  4;;1
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2º) La fabricación de x tabletas gráficas supone un coste total dado por la siguiente fun-
ción: ( ) 000.000.1500.1 += xxC . Cada tableta se venderá a un precio unitario dado por la 
función ( ) xxP −= 000.4 . Suponiendo que todas las tabletas fabricadas se venden, ¿cuál es 
el número que hay que producir para obtener el beneficio máximo? 
 

---------- 
 
 El ingreso que se obtiene por la venta de x tabletas es: ( ) ( ) 2000.4· xxxPxxI −== . 
 
 El beneficio es la diferencia entre los ingresos y los costos; la función que da el 
beneficio es: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 000.000.1500.2000.000.1500.1000.4 22 −+−=+−−=−= xxxxxxCxIxB . 
 
 Una función tiene un máximo cuando su primera derivada es cero y el valor de la 
segunda derivada es negativo. 
 
 ( ) 250.10250.1;;0500.22' =⇒=−=+−= xxxxB . 
 
 ( ) ⇒<−= 02'' xB  Máximo, como cabía esperar. 
 

Hay que producir 1.250 tabletas para obtener el beneficio máximo. 
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3º) Estudiar el sistema de ecuaciones 
( ) 








+=+++
=+
=+

11

0

1

mmzymx

zmy

yx

 para los distintos valores 

del parámetro m y resolverlo en los casos en que sea posible. 
---------- 

 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

 
1 1 0 1 1 0 1

0 1 ' 0 1 0

1 1 1 1 1

M m y M m

m m m m m

   
   = =   
   + + +   

. 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de m es el siguiente: 
 

( ) ( ) 2 2

1 1 0

0 1 1 1 1 1 ( 1) 0 0  1

1 1

M m m m m m m m m m m m y m

m m

= = + − + = + − − = − = − = ⇒ = =
+

. 

 
0 y 1 ' 3 º . det minPara m m Rango M Rango M n incóg Compatible er ado≠ ≠ ⇒ = = = ⇒  

 Se resuelve para m ≠ 0 por sustitución, yxmyz −=−= 1, : 
 
( ) ( ) ( ) ;;1;;;;11;;111 22 =−=−+=−++−+=−+++− myymymmymymymyymmymymy  
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 { }1 3

1 1 0 1

0 ' 0 0 1 0 ' 2

1 1 0 1

Para m M F F Rango de M
 
 = ⇒ = ⇒ = ⇒ = 
 
 

. 

 
adoerinCompatibleincógnMRangoMRangomPara mindet.º2'0 ⇒<==⇒=  

 Para m = 0 el sistema resulta: 








=+
=
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1

yx

z

yx

, equivalente a 




=
=+

0

1

z

yx
, de solución: 

Rzyx ∈∀=−== λλλ ,0,1,  

  

3 1 3 2

1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1

1 ' 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 ' 3 y 2

1 2 1 2 0 1 1 1 0 0 0 1

Para m M Rango de M Rango de M

F F F F

     
     = ⇒ = ≈ ≈ ⇒ = =     
     − −     

. 

1 2 ' 3 .   Para m Rango M Rango M Incompatible No tiene solución= ⇒ = ≠ = ⇒  
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4º) Dados los puntos A(-1, 0, 3), B(2, 4, 1) y C(-4, 3, 1):  
 
a ) Estudiar si los puntos A, B y C están alineados. 
 
b ) Hallar la ecuación de la recta paralela al segmento AB y que pasa por C. Expresarla 
como intersección de dos planos. 

---------- 
a )  
 Los puntos A(-1, 0, 3), B(2, 4, 1) y C(-4, 3, 1) determinan los vectores: 
 
 ( ) ( ) ( )2,4,33,0,11,4,2 −=−−=−== ABABu . 
 
 ( ) ( ) ( )2,3,33,0,11,3,4 −−=−−−=−== ACACv . 
 
 Los vectores ( )2,4,3 −=u  y ( )2,3,3 −−=v  son linealmente independiente por no 
ser proporcionales sus componentes, lo que significa que: 
 

Los puntos A, B y C no están alineados. 
 
b )  
 La recta r, paralela al segmento AB tiene como vector director a ( )2,4,3 −=u . 
 
 Por pasar por C(-4, 3, 1), su expresión por unas ecuaciones paramétricas es la si-

guiente: 








−=
+=

+−=
≡

λ
λ
λ

21

43

34

z

y

x

r .  

La expresión de r por unas ecuaciones continuas es: 
2

1

4

3

3

4

−
−=−=+≡ zyx

r . 

 

 La recta r dada por unas ecuaciones implícitas es: 




−=−−
−=+

≡
3382

93164

zx

yx
r , o mejor: 

 





=++
=+−

≡
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02534

zx

yx
r  
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OPCIÓN B 
 

1º) a ) Calcular 
2

cos1
0 x

x

x

ím −
→
ℓ

.   b ) Calcular 
x

x

x

ím 211
0

−−
→
ℓ

. 

 

c ) Calcular el valor de m de tal forma que ( )( )
6

4

321
2

=
+

+−
+∞→ x

xmx

x
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. 

 
---------- 

a )  

{ } ⇒⇒=
→
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b )  

⇒=−=−−
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Indeterminado. 

 
 Multiplicando y dividiendo por la conjugada del numerador: 
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2º) Dadas las funciones ( ) xsenxf =  y ( ) xxg cos= , se pide: 
 
a ) Calcular el área de la región del plano encerrada entre las gráficas de ( )xf  y ( )xg  y 

las rectas 
4

π=x  y π=x . 

 
b ) Calcular el área de la región del plano encerrada entre las gráficas de ( )xf  y ( )xg  y 

las rectas 
4

π=x  y π2=x . 

---------- 
 
a ) 
 Las gráficas de las funciones seno y coseno se diferencian en que tienen un desfa-

se de 
2

π  (90º). (La palabra coseno se deriva de complemento del seno) 

 
 Se trata de dos  funciones continuas cuyo dominio es R y el recorrido de ambas es 
[-1, 1]; el periodo de ambas es ( )π2 . 
 
 Las gráficas de las funciones seno y coseno son las que se indican a continuación, 
expresadas en el intervalo de un giro. 

 
 Como puede observarse, en el intervalo comprendido por las dos rectas verticales 

ππ == xyx
4

, las ordenadas de la curva y = sen x son mayores que las de y = cos x. 

 
El área pedida es la siguiente: 

 

( ) [ ] [ ] =+=−−=−= ∫ 4

4
4

coscos·cos
π

π
π
π

π

π
xsenxxsenxdxxxsenS  

( ) ( ) Susensen =≅+=+−−+=+−






 += 241'21201
2

2

2

2
cos

44
cos ππππ . 

 
 

0 
0 

2π π 
π 

π/2 

S 

3π/2 

2π 3π/2 
π/2 

π/6 π/3 

π=x  y = cos x 

4

π=x  

-1 

1 

y = sen x 
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b ) 

 Como puede observarse, en el intervalo 






4

5
,

4

ππ  las ordenadas de y = sen x son 

mayores que las de y = cos x y en el intervalo 




 ππ
2,

4

5  las ordenadas de y = sen x son 

menores que las correspondientes ordenadas de y = cos x. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La superficie a calcular es la siguiente: 
 

( ) ( ) [ ] [ ] =++−−=−+−= ∫∫
π
π

π

π

π

π

π

π

2

4

5
4

5

4

2

4

5

4

5

4

coscos·cos·cos xxsenxsenxdxxsenxdxxxsenS  

 

[ ] [ ] ( ) ( )[ ]−++






 +−






 +=+++= πππππππ
π

π

π 22cos
4

5

4

5
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44
coscoscos 2

4

5
4

4

5 sensensenxxsenxsenx  
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



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
−−−






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
+=







 +− 2122
2

2

2

2
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2
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2

2

2

2

2

2

4

5
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4
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Su =≅+= 224'5231 . 

********** 
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3º) Sean las matrices 









=

52

01

2
1

2
3

A  y 







=

812

243
B . Halla las matrices X e Y de dimen-

siones 2x3 tales que verifique el sistema matricial 




=+
=+

BYX

AYX

24

3
. 

---------- 
 

=







−







=−=⇒





−=−−
=+

⇒




=+
=+

812

243

52

01
·222

24

226

24

3

2
1

2
3

BAX
BYX

AYX

BYX

AYX
 

 








 −−
=⇒=







 −−
=








−







=

101

110
2

202

220

812

243

1014

023
XX . 

 

=







+







−=+−=⇒





=+
−=−−

⇒




=+
=+

812

243
3

52

01
·4342

3612

4412

24

3

2
1

2
3

BAY
BYX

AYX

BYX

AYX
 

 










−
=⇒=









−
=








+








−−−
−−

=
21

34
2

412

683

2436

6129

2028
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2
1

2
3
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4º) Determinar el valor de α para que la recta 




=++
=+−

≡
32

22

zyx

zyx
r  sea paralela al siguiente 

plano: 310 −=+−≡ zayxβ . 
---------- 

 
 Una recta y un plano son paralelos cuando el vector director de la recta y el vector 
normal del plano son perpendiculares. 
 
 El vector normal del plano β es ( )10,,1 an −= . 
 
 Un vector director de la recta es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son los 
siguientes: ( )2,1,11 −=n  y ( )1,1,22 =n . 
 

 ( )1,1,1333224

112

211' 21 −−=⇒++−=−−+++−=−=∧= rr vkjijikkji

kji

nnv . 

 
 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 
 ( ) ( ) 90101;;010,,1·1,1,10· =⇒=−+=−−−⇒= aaanvr . 
 

La recta r y el plano β son paralelos para α = 9. 
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