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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o0 B, y conteste a las cuatro cuestiones qu
componen la opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal poc
anular su examen.

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos
empleados para solucionarlo. Se califica todo.

OPCION A

Vx2+b—-2 si x<—2
1°) Se considera la funcigi{x) =<2 — x2 si —+/2 < x < +/2, donde L denota el

x2L(x*—a) si V2<x
logaritmo neperiano. Determinar si existen valores de los paramstimpara los que
f(x) sea derivable en todo R. Justificar la respuesta.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que S
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua eRva < 2 y b > —2. Se trata de determinar los
valores der y b para que sea derivable en los puntos criices—v2 y x = /2.

Para que la funcion sea continua en los puntos criticos es necesario que s

limites laterales en esos puntos sean iguales e iguales a los correspondientes valore:
la funcidn en esos puntos.

lim _f(x) = liinﬁ(\/x2 +b—-2)=V2+b—-2

x>—Z =>V2+b—-2=0;
lim f(x)= lim (2—x?)=f(-v2)=0
x—»—ﬁ-'- x*—\/i

V2+b=2;24+b=4 > b=2
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lim_f(x) = lim(2—x%) =0
x2 xoV2 =>L2-a)?=0;
lim_f(x) = lir\r/li[sz(x2 —a)]=f(V2)=2L2 - a) ’

x—2

2—-a)¥)=1=>2—-a=+1 = a; = 1,a, = 3. La Unica solucién valida es= 1.

Vx2+2-2 si x<—2
La funcion resultgf(x) =<2 —x2 si —+/2 < x < /2, que es derivable en
x2L(x%2—1) si V2<x
R, excepto para los valores criticoss —v2 y x = V2, cuya derivabilidad vamos a
comprobar.

\/;ﬁ si x <2
f'(x) = —2x si —V2<x<+2.
3
2x L(x% — 1) + —— si V2<x

X

F(2) === r(-VD) =22 f(=V2) #f(-V2)"

FV2) =22 (VD) = 2vZ L2 - D+ 2 = V2. (V) % f'(V2)".
La funcién no es derivable para x = —J/2 ni para x = /2.

No existen valores de los pardmetsosb para los que f(x) sea derivable en todo R.
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2°) a) Dibujar las gréaficas aproximadas fléx) = x* +2x + 1y g(x) = 3x + 3,
sefalando los puntos de corte.

b) Calcular el area encerrada entre las graficas de las dos funciones del apartado

a)
Los puntos de corte de las funciorf§s) = x> + 2x + 1y g(x) = 3x + 3 se
obtienen de la igualacion de sus expresiones:

.2
fl)=x +2x+1}:>x2+2x+1=3x+3;xz—x—ZIOF

glx)=3x+3
YAL
X = 14VI+8 _ 143 - {xl =—-1-A4(-1,0) \ 9
2 2 x, =2 - B(2,9)

La parabolaf (x) = x? + 2x + 1 se puede
expresarse de la fornfdx) = (x + 1)%, donde se
deduce que su vértice es el punto B obtenido en el
corte de ambas funciones y que se observa en la
gréfica de la situacion que se expresa en la figura
adjunta.

b)

Las ordenadas de la recigx) = 3x + 3
son mayores o0 iguales que las correspondientes
ordenadas da la pardbdiéx) = x*+2x+1en —g—73 >
el intervalo del area a calcular; de la observacion
de la figura se deduce el area a calcular, que es la / ‘
siguiente:

S=[1Bx+3)— (2 +2x+Dldx= " (—x*+x+2) - dx =

2

I R e b

=—24244-1-242=5--=
3 3 2 2
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3°) Sean las matricés= ((1) (1)) yA= (_11 g) Hallar dos niumeros reales ny m

para que se verifique qié+ A)? = nl + mA.

=(_45 g)'
(I+A)2=nl+mA=>(_45 8)=n-((1) (1))+m-(_11 g)=
n+m=4
O RGN BN BY i g B

> m=5 n=-1.
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x+y+z—-3=0

2x—y+z-2=0Y5="72 7Y 1 ==, se pide:

4°) Dadas las rectas= {

a) Determinar su posicion relativa.

b) Calcular el angulo que forman ambas rectas.

a)
La expresion de s por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:
={x—1=2y—2 B ={x—2y+1=0
S=13y-3=2z-1" T 3y—-z-2=0

x+y+z—3=0
2x—y+z—2=0
P2y +1=0
3y—2z-2=0

Las rectas r y s determinan el sist

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

11 1 1 1 1 3
[z 411 , (2 -1 1 2
M=11 2 o |YM={1 2 o 21/

0 3 -1 0 3 -1 2

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango 3 = Rango M’ = & Se cruzan.
2. -- Rango M = 3, Rango M’ = 3 Se cortan.
3. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 Paralelas.

4. -- Rango M =2, Rango M’ = 2 Coincidentes.

Para determinar el rango de M tenemos en cuenta que la segunda fila es la su

de las filas primera y tercera.

1 1 1
Rango deM = {F,,F,,F,}= 12 -1 1|=14+6-3+2#0>
0 3 -1

= Rang M = 3.



1 1 1 3 1 4 0 5
2 -1 1 2 F1—>F1+F4}’ 2 2 0 4 |_
RangM™=11 5 o 1 {F2—>F2+F4 1 -2 0 -1|~
0 3 -1 2 0 3 -1 2
1 4 5
=2 2 4|=-2-204+16-10+8+8=0= Rang M’ = 3.
1 -2 -1
Las rectas r y s se cortan.
b)

El angulo que forman dos rectas es al menor angulo que forman sus vectore
directores.

Un vector director de = = = y—1= 1 esv, = (2,1,3).
2 3

x+y+z—3=0
2x—y+z—-2=0
sea linealmente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que
determinan, que sany = (1,1,1) y v, = (2,—1,1):

Un vector director de la recta= { es cualquier vector que

i j ok
=11 1 1l=i+2j—k—-2k+i—j=2i+j-3k=(21-3).
2 -1 1

Por el concepto de producto escalar:

—_— — — — 5?%@
Uy -V = U] - |Ug] - cosa > cosa = —/—— =

[vr|-|vs]

(21,-3)-(2,1,3) _ 4+1-9 -4

= —0,2857 > a = 106°36'06".

- J22H124(=3)2 V22412432 VA+1+9/4+1+9 14
180° — 106° 36'06" = 73° 23'54",

Las rectas r y s forman un angulo de 73° 23'.54"
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OPCION B

1°) Calcular los siguientes limites:

a) lim @. b) lim (Vx2 +x — x) c) lim (E)E

x-1 xLx x—+00 x—2

a)
. 2(x%—x 2-(1-1 20 0 . .
lim 2= = 24D _ 20 _ 9 _ ndeterminado = {L'Hopital} =
x>1 xLx 1-L1 10 0
. 2(2x-1 . 2(2x-1 2-(2-1 21 2
=>11m(—2=11m( )z ==-=2.
x—1 1Lx+x-; x—=1 Lx+1 L1+1 0+1 1 —
b)
lim (\/x2 +x — x) (\/ 00) = 00 — o = [ndeterminado =
X—+00
= lim (VxZ+x—x)-(Vx2+x+x) lim (Vx2+x)-x% lim xZ+x-x% lim x .
X—>+00 (VxZ+x+x) T xotoo VAZHx4xX  xotoo VXZHX+X  x—otoo VXZHXAX
= 1
= ]lim =4%—= lim ———= lim ——= lim
x—+00 x2;x+x x—>+oovx2+x i xX—+00 xz;x X—+00 /1+ +1 ’1+ +1
X
11
CVIvo+1 2
c)
3
x+2 2+2\2—2 2x+2—X\x-2
lm(—) ( ) —1°°=>Indetne=>hm( )x =
x—2 \ 2Xx x—>2 2X
2x 2-x 3
1 2—X 2xX Xx-2
—llm(1+— > = lim 1+2x =11m 1+ = =
x—2 xX—2 xX—2 —
2—X
2-x =3 =3
2X 1 2x 2-x 2X 12x
2—X 2—X -3 3 1
= lim <1+2x> lim<1+2x> = ex-22¥x =@ 2 =— =
xX—2 o xX—2 —x ez
1 e
=
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2°) Un granjero dispone de 200 metros de valla para delimitar dos cqrrales
adyacentes rectangulares de igual tamafio segun se muestra en lg figura.

¢, Qué dimensiones debe elegir para que el area encerrada en los corfales sga
maxima?

De la observacién de la figura se deduce quf
perimetro de la valla es:

200-3x
2

P=3x+2y=200->y =

El areavalladaesi=x-y = S(x) =x - 2002_3x = % (200x — 3x2).

Para que la el area sea maxima es necesario que se anule su primera derivads

S'(x)=§-(200—6x)= 100—3x =0 =
= x = & y — 200—-3x — 200—-100 — ﬂ — 50
3 2 2 2

S=x-y=-2.50=220 = 1666,7.
3 3

El &rea maxima que puede cercar el granjero con 200 m de valla son 1.666,7 m
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ax—y+3z=a
3°) Estudiar, para los distintos valores del parameted sistem{x —ay+z=—a.

ax+y—3z=a
Resolverlo cuanda = 1.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

a —1 3 a -1 3 a
M=<1 —a 1 )yM’=<1 —a 1 —a).
a 1 -3 a 1 -3 a

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a -1 3
IM|={1 —-a 1|=3a?+3-a+3a?—a—-3=6a?—-2a=
a 1 =3

=2a(3a-1)=0=>a=0a,=:.

a+0
Para = RanM = Ran M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.

a+=:
3
0 -1 3 0
ParaazOesM’=<1 0 1 0)=>RangM’=2.
0 1 -3 0

Paraa=0= RanM = Ran M' = 2 < n%incég.= S.C.I.

1 3 1 31 3 . 31
Paraa=§esM’: 1 =5 1 — = {C1,C,,C} > |1 —3 3| =
;1 -3 11t
1 -3 1
=27-13 -1 -1|=27-(-14+9+3+1+3+9)+#* 0= RangM' = 3.
1 3 1

1
Paraa=§:RanM=2; RanM' =3 = S.1.

x—y+3z=1

Paraa = 1 el sistema e%x —y +z = -1 que es compatible determinado; se
x+y—-3z=1

resuelva por la regla de Cramer:



1 -1 3

-1 -1 1

1 1 -3 __3—3—1+3—1+3 __4 __1

1 -1 3 3+3-1+3-1-3 4 =

1 -1 1

1 1 -3

1 1 3

1 -1 1

1 1 -3l 343+143-1+43 12 3
4 4 4 =’

1 -1 1

1 -1 -1

1 1 1) _ —1+1+1+1+141 4 1
4 4 4 =
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4°) Dados los planag =x+y+z=3Yym, =x+y—mz =0, Se pide:
a) Calcular el valor del parAmetro m para que ambos planos sean paralelos.
b) Calcular el valor de m para que ambos planos sean perpendiculares.

c) Para m = 2, obtener las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de amlt
planos.

a)
Dos planos son paralelos (sin ser coincidentes) cuando sus correspondientes S
proporcionales y no los son sus términos independientes:

1 1 1 3
—=-=—=%*=- = m=-1,
1 1 -m 0 —
b)

Dos planos son perpendiculares cuando lo son sus vectores normales.

Los vectores normales de los plamgs=s x+y+z=3ym, =x+y—mz =
0 son los planos; = (1,1,1) yn, = (1,1, —m).

Dos vectores son perpendiculares cuando es cero su producto escalar:
nn,=0>= (1,1,1)-(1,1,-m)=1+1-m=0 = m=2.

c)

Param = 2 los planas; = x+y+z=3ym, =x+y—mz =0 determinan
x+y+z=3
x+y—2z=0
ecuaciones paramétricas es la siguiente:

en su interseccion a la reoteE{ cuya expresion dada por unas

x+y+z=3 _ x+z=3—-1 x4+z=3-1
r:{x+y—22=0=>y_/1:> x—22=—A} —x+22=/1}:>

= 3z=3—>oz=1.
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