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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o0 B, y conteste a las cuatro cuestiones qu
componen la opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal poc
anular su examen.

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos
empleados para solucionarlo. Se califica todo.

OPCION A

1°) Consideramos la funciéfi(x) = L(x — 1) definida en el intervald2,e + 1].
Determinar la ecuacién de la recta tangente a la gusvd (x — 1) que sea paralela a
la recta que pasa por los punkg2,0) y Q(e + 1, 1).

La recta que pasa por los puntos P y Q tiene por vector director a cualquiera gt
sea linealmente dependiente del ve%r gue es:

PG=[Q-Pl=[(e+1,1)-(20)]=(e-11) >m=—.

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es el valor de su prime
derivada en ese punto:

fle)=— = —==—o>x=e
El punto de tangencia eg,) = L(e — 1) = T[e,L(e — 1)].

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es
siguienteyy — y, = m(x — x,).

y—L(e—l)z:ll(x—e); (e—1Dy—(e—1)-Lle—1)=x—e.

La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:
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Recta tangente:t=x—(e—1)y+[(e—1)-L(e—1) —e] = 0.
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dx

2°) Calcular las integrales siguiente¥:l = fm.

a)
Grevzes 3 ) e Tyt aayT T T
1 1 dt 1
=>{x+5—t—>dx—dt}=>Z-ft2+1—z-arctgt+6.
dx 1 1
I—fm—z'd?"ctg (X+E)+C.
b)
3 _ 2 _
_ 2 3 _7 x°+1=t->3x°-dx =dt
I=[x*0x*+1) dx=>{ X% dx =1 de
-6
=2 [t7.dt=2-—4C=———+C.
3 3 -6 18-t
I:fxz(x3+1)‘7dx=—;+C.

18-(x3+1)6
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b)I = [x?(x®+ 1) "dx.

-7 1,
}=>ft ~dt =



3x —ay = -3
3°) Dado el sistema de ecuacio{@s +ay — 5z =13;
x+3y—2z=5
a) Estudiar su compatibilidad para los distintos valores del parametro

b) Resolverlo para = 3.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 —a 0 3 —a 0 -3
M = <2 a —5) yM' = (2 a -5 13).
1 3 =2 1 3 -2 5

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedscel siguiente:

3 —a O
IM|=12 a -5|=-6a+5a+45—4a=-5a+45=0=>a=09.
1 3 =2

Paraa +#9 = Rang M = Rang M' = 3 =n®%incég.= S.C.D.

3 -9 0 -3
Paraa=9=>M’=<2 9 -5 13>=>RangM'=>{F1<—>F3}=>
1 3 -2 5

=2 9 -5 13 =>{F_>F_3F}=> 0 3 -1 3 |=
3 -9 0 -3 3773 1 0 —-18 6 -—18

= {F; > —6F,} = RangM' = 2.

Paraa =9 = Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.

b)
3x —3y =-3
Paraa = 3 es sistema e{s?x + 3y — 5z = 13, que es compatible determinado.
x+3y—2z=5
Resolviendo por Cramer:

-3 -3 0
13 3 -5
c=ls 3 -2l _ 18+75-45-78 _ 93-123 30 _ 1
~ -5.3+45  -15445 30 30 '
3 -3 0
2 13 -5
1 5 _2l  -78+15475-12 _ 90-90 _ 0

Il
=

y: = = - —

30 30 30 30



7 =

3 -3 -3
2 3 13
1 3 5| _ 45-18-39+9-117+30 _ 84-174
30 - 30 T30
Solucion:x = -1,y =0,z
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x=3+41
4°) Dadas las rectass {yz —1+2)Lysz{
z=24+4A

xt2y-1=0 se pide:
3y—z+2+m)=0’ piae.

a) Determinar sir y s son rectas paralelas.

b) Hallar el valor del parametro m para que las rectas r y s estén en un mismo plano.

a)
La expresion de s dada por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

x=1-21
Sy=1>s={y=4 .
z=(2+m)+ 32

_|lx+2y—-1=0
$= 3y—z+2+m)=0

Los vectores directores de ry s son= (1,2,1) y v, = (—2,1,3), que son
linealmente independientes por no tener proporcionales sus componentes; esto impli
que:

Las rectas r y s no son paralelas.

b)
Un punto de r ed(3,—1,2) y un punto de s &(1,0,2 + m).

Los puntos A y B determinan el vector:
Ww=4B =[B—-A4]=[(1,0,2+m) — (3,-1,2)] = (-2, 1,m).
Las rectas r y s son coplanarias cuando lo sean los vegioiey w.

Los vectoregv, , v, W} son coplanarios cuando su rango es menor que tres, es
decir, cuando es cero el determinante de la matriz que forman:

1 1
3
m

Rang {v, , v, w} = =m-2—124+2-34+4m=0;

-2
-2
5m—-15=0, m—3=0 2>m = 3.

Las rectas r y s son coplanarias param = 3.
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OPCION B
2 +a si x<-1
1°) Se considera la funcigi{x) = jax + b si —1 < x < 0. Determinar si existen

3x24+2 si x>0
valores de los parametrasy b para los qué¢(x) sea derivable eR. Justificar la

respuesta.

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que S
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia
continuidad.

La funcionf(x) es continua en R, excepto para los valares—1 y x = 0,
lque para forzar su continuidad se van a determinar los valoveg de

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

lim f(x) = lim f2*+a)=2"1+a=f(-1)
Parax =—1= {x_)_l x>l

lim f(x) = lim f(ax+b) = —a+b -
x—-—1% x-—1

> ~+a=-a+b 1+2a=-2a+2b; 4a—2b=-1. (1)

lim f(x) =limf(ax+b) =b
x—0~ x—0 h=2

Parax:o:}{xlir(r)grf(x) =chi_r>1(1)f(3x2+2) _ o =f(0)=> b = 2.

Sustituyendo en (1) el valor obtenido para b:

3

4a—4=-1; 4a=3 = a=7

2% +1 si x< -1
La funcion resultgf (x) = %x+2 si —1<x<0.

3x2+2 si x>0

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para los valares—1 y x =0
cuya derivabilidad se va a estudiar a continuacion.

Un funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y pc
la derecha son iguales.

2% L2 si x < -1
f'(x) = % si —1<x<0.
6x si x>0



fl(-1)=2"112=20 fi(-19) =2 f(-17) % f(-1%).
fro) == 10" =0.  f(07)=%f (0.

4

La funcién f(x) no es derivable para x = —1 ni para x = 0.

No existen valores reales de a y b para que f(x) sea derivable en R.
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2°) La boca de un tunel tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicircul
como se muestra en la figura. Encontrar las medidas del tinel que deje pasar mas |
si el perimetro de la figura mide 5 metros.

De la figura acotada se deduce el valor de la superficie e
funcidn de los valores der e h:

S(r,h)=2r~h+%-n-r2.

El perimetro es el siguiente:

5-2r—-nmr
2

p=2h+2r+mnr=5=h=

Sustituyendo en la superficie el valor de h obtenido, resulta:

5-2r—mr
2

S(r) =2r- +%'n-r2=%-(10r—4r2—2m‘2+m‘2)=
=%- (101 — 41% — nr?).

Para que la superficie sea maxima es condicidn necesaria que se anule su prime
derivada:

S’(x)=%-(10—8r—2m‘)=5—4r—nr.

S"(x) =—4 -1 <0 = Miaximo.

5

S'"x)=0=>5—-4r—nmr=0; 5=0A+mn) zr=mE0,70.
5—2r—mr 52> ;> 20+5m—-10-57 10 5
h= — 4+ 4+7t= — $h=—2070
2 2 2(4+m) 2(4+m) 44~ 7’ )

Deja pasar mas luz el tunel que tiene de radio y de altura 0,70 metros.
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2 -k 4
%) Dadalamatrid={1 1 7 |
1 -1 12

a) ¢, Para qué valores del pardmetro k la matriz A tiene inversa?

b) Hallar la matriz4~! cuando k toma el valor k = 1.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
2 -k 4
Al=11 1 71=24—7k—4—-—4+14+ 12k =5k + 30 =0;
1 -1 12

k+6=0=k=-6.

La matriz k es invertible Vk € R — {—6}.

b)
2 -1 4 2 1 1
Parak=1ed = (1 1 7 ) At = <—1 1 —1).
1 -1 12 4 7 12
2 -1 4
Al=[1 1 7|=5-1+30=5+30=35.
1 -1 12
|1 -1 -1 -1 |—1 1
7 12 4 12 4 7 _
Adjdeat=| -7 LI 2 1 -2 0| |= ﬁ 280 —1(1)
7 12 4 12 4 7 2 1 3
|1 1| 12 1| |2 1 B
1 -1 -1 -1 -1 1

Adjde At 1 19 8 -11
At="E22 —— 5 20 -10).

4]~ 35
-2 1 3
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x=A
49 Seanryslasrectas{jy=1—-1ys=x—1=y =z — 3. Calcular:
z=3

a) La ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por ePgontp3).
b) Las coordenadas del punto de interseccién de ambas rectas.

¢) La ecuacion del plano que contiene a las rectas ry s.

a)

La recta r tiene como vector director,a= (1,—1,0).

Un vector normal del plan@ pedido es cualquiera que sea linealmente
dependiente del vector normal de la regta: (1,—1,0).

La expresion general del planofs=s x —y + D = 0.
Como el plang contiene al punt®(0, 1, 3) tiene que satisfacer su ecuacion:

=x— D=0
p=x—y+ }=>0—1+D=0=>D=1.

P(0,1,3)
P=x—y+1=0.
b)
x=1+u
La expresion de s por unas ecuaciones paramétriease{s/. =u :
z=3+u
x=A x=1+u
_ pu=20
{J’=1—/1 = Yy=u }zl—l} = Q(1,0,3).
7z =3 Z=3+,Ll o
c)

Considerando el punto Q y los vectargs= (1,—1,0) yv, = (1,1,1), el plano
1t pedido tiene la siguiente expresion general:

x—1 y z-3
@ v, v)=| 1 -1 0 [=0;
1 1 1

—(x—-1D+Z-3)+Z-3)—y=0; —x+1+2z2—6—y =0.

n=x+y—2z+5=0.
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