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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que 
componen la opción elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal podrá 
anular su examen. 

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos 
empleados para solucionarlo. Se califica todo. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Consideramos la función ���� = ��� − 1� definida en el intervalo 	2, � + 1�. 
Determinar la ecuación de la recta tangente a la curva � = ��� − 1� que sea paralela a 
la recta que pasa por los puntos ��2, 0� � ��� + 1, 1�. 
 

---------- 
 
 La recta que pasa por los puntos P y Q tiene por vector director a cualquiera que 
sea linealmente dependiente del vector ��������, que es: 
 

 �������� = 	� − �� = 	�� + 1, 1� − �2, 0�� = �� − 1, 1�  ⇒ � = ����. 

 
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es el valor de su primera 
derivada en ese punto: 
 

 ����� = ����   ⇒    ���� = ����  ⇒ � = �. 

 
 El punto de tangencia es: ���� = ��� − 1�  ⇒  	�, !�� − ���. 
 
 La expresión de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la 
siguiente: � − �" = #�� − �"�. 
 

 � − ��� − 1� = ���� �� − ��;  �� − 1�� − �� − 1� · ��� − 1� = � − �. 

 
 La ecuación de la recta tangente pedida es la siguiente: 
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&�'() ()*+�*(�: ( ≡ � − �� − 1�� + 	�� − 1� · ��� − 1� − �� = 0. 

 
 **********  
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2º) Calcular las integrales siguientes: )� . = / 0��1�2��324.     5� . = / �1��6 + 1��78�. 

 
---------- )�  . = / 0��1�2��324 = �4 · / 0��39:;�3:<< = �4 · / 0�=39:;3 >32� = �4 · / 0�=�2;3>32�  ⇒   

 ⇒  ?� + �1 = ( → 8� = 8(A  ⇒  �4 · / 0BB32� = �4 · )C' (+ ( + D. 

 . = / 0��1�2��324 = �4 · )C' (+ =� + �1> + D. 

 5�  . = / �1��6 + 1��78�  ⇒  E�6 + 1 = ( → 3�1 · 8� = 8(�1 · 8� = ;G · 8( H  ⇒  / (�7 · �6 8( =  

 = �6 · / (�7 · 8( = �6 · BIJ�K + D = − ��L·BJ + D. 

 . = / �1��6 + 1��78� = − ��L·��G2��J + D. 

 
 **********  
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3º) Dado el sistema de ecuaciones M3� − )� = −3         2� + )� − 5O = 13� + 3� − 2O = 5     : )� Estudiar su compatibilidad para los distintos valores del parámetro ). 
 5� Resolverlo para ) = 3. 

---------- )�   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 P = Q3 −) 02 ) −51 3 −2R y P′ = Q3 −) 02 ) −51 3 −2    −3135 R. 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro ) es el siguiente: 
 

 |P| = U3 −) 02 ) −51 3 −2U = −6) + 5) + 45 − 4) = −5) + 45 = 0 ⇒ X = Y. 

 �)C) ) ≠ 9 ⇒ &)*+ P = &)*+ P� = 3 = *º ]*'ó+. ⇒ `. D. a. 
 

 �)C) ) = 9 ⇒ P� = Q3 −9 02 9 −51 3 −2    −3135 R ⇒ &)*+ P′ ⇒ bc� ↔ c6e ⇒ 

 

⇒ Q1 3 −22 9 −53 −9 0     513−3R ⇒ Ec1 → c1 − 2c�c6 → c6 − 3c�H ⇒ Q1 3 −20 3 −10 −18 6     53−18R ⇒ 

 ⇒  bc6 → −6c1e  ⇒ gXhi j� = k. 
 �)C) ) = 9 ⇒ &)*+ P = &)*+ P� = 2 < *º ]*'ó+. ⇒ `. D. .. 
 5�   
 Para ) = 3 es sistema es M3� − 3� = −3         2� + 3� − 5O = 13� + 3� − 2O = 5     , que es compatible determinado. 

Resolviendo por Cramer: 
 

 � = U�6 �6 "�6 6 �mm 6 �1U
�m·624m = �L27m�4m�7L��m24m = n6��166" = − 6"6" = −1. 

 

 � = U6 �6 "1 �6 �m� m �1U
6" = �7L2�m27m��16" = n"�n"6" = "6" = 0. 
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 O = U6 �6 �61 6 �6� 6 m U
6" = 4m��L�6n2n���726"6" = L4��746" = − n"6" = −3. 

 `opq']ó*: � = −1, � = 0, O = −3. 

 
********** 
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4º) Dadas las rectas C ≡ M � = 3 + r     � = −1 + 2rO = 2 + r      y s ≡ E� + 2� − 1 = 0            3� − O + �2 + #� = 0, se pide: 

 
a) Determinar si r y s son rectas paralelas. 
 
b) Hallar el valor del parámetro m para que las rectas r y s estén en un mismo plano. 
 

---------- 
a)  
 La expresión de s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 s ≡ M� + 2� − 1 = 0            3� − O + �2 + #� = 0  ⇒ � = r ⇒ t ≡ M � = � − ku            v = u                       w = �k + �� + xu . 
 
 Los vectores directores de r y s son yz���� = �1, 2, 1� y y{���� = �−2, 1, 3�, que son 
linealmente independientes por no tener proporcionales sus componentes; esto implica 
que: �)s C�'()s C � s *o so* |)C)p�p)s. 

 
b)  
 Un punto de r es }�3, −1, 2� y un punto de s es ~�1, 0, 2 + #�. 
 
 Los puntos A y B determinan el vector: 
 
 ���� = }~������ = 	~ − }� = 	�1, 0, 2 + #� − �3, −1, 2�� = �−2, 1, #�. 
 
 Las rectas r y s son coplanarias cuando lo sean los vectores yz���� , y{���� � ����. 
 
 Los vectores byz���� , y{����, ����e son coplanarios cuando su rango es menor que tres, es 
decir, cuando es cero el determinante de la matriz que forman: 
 

 &)*+ byz���� , y{����, ����e ⇒ U 1 2 1−2 1 3−2 1 #U = # − 2 − 12 + 2 − 3 + 4# = 0; 
 5# − 15 = 0;   # − 3 = 0 ⇒ � = x. 
 �)s C�'()s C � s so* 'o|p)*)C])s |)C) # = 3. 

 
********** 
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OPCIÓN B 

1º) Se considera la función ���� = M 2� + )   s]   � ≤ −1)� + 5   s]  − 1 < � ≤ 03�1 + 2   s]   � > 0 . Determinar si existen 

valores de los parámetros ) y b para los que ���� sea derivable en ℝ. Justificar la 
respuesta. 

---------- 
 
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su 
continuidad. 
 
 La función ���� es continua en R, excepto para los valores � = −1 y � = 0, 
lque para forzar su continuidad se van a determinar los valores de ) y b. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 �)C) � = −1 ⇒ M lim�→��I ���� = lim�→�� ��2� + )� = k�� + X = ��−��lim�→��: ���� = lim�→�� ��)� + 5� = −X + �                  ⇒ 

 ⇒  �1 + ) = −) + 5;   1 + 2) = −2) + 25;   �X − k� = −�.     (1) 

 

�)C) � = 0 ⇒ M lim�→"I ���� = lim�→" ��)� + 5� = �                 lim�→": ���� = lim�→" ��3�1 + 2� = k = ���� ⇒  5 = 2. 

 
Sustituyendo en (1) el valor obtenido para b: 
 4) − 4 = −1;   4) = 3 ⇒  ) = 64. 

 

La función resulta ���� = � k� + ��   t�   � ≤ −�x� � + k   t�  − � < � ≤ �x�k + k   t�   � > � . 

 
 La función ���� es derivable en R, excepto para los valores � = −1 y � = 0 
cuya derivabilidad se va a estudiar a continuación. 
 
 Un función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por 
la derecha son iguales. 
 

 ����� = � 2� · �2   s]   � ≤ −1  64    s]  − 1 < � ≤ 06�   s]   � > 0           . 
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 ���−1�� = 2�� · �2 = �11 . ���−12� = 64. ���−��� ≠ ���−�2�. 

 

 ���0�� = 64.  ���02� = 0.  ������ ≠ ����2�. 

 �) �q*']ó* ���� *o �s 8�C]y)5p� |)C) � = −1 *] |)C) � = 0. 

 �o ��]s(�* y)poC�s C�)p�s 8� ) � 5 |)C) �q� ���� s�) 8�C]y)5p� �* &. 

 
********** 
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2º) La boca de un túnel tiene la forma de un rectángulo coronado por un semicírculo 
como se muestra en la figura. Encontrar las medidas del túnel que deje pasar más luz 
si el perímetro de la figura mide 5 metros. 
 
 
 
 
 
 

---------- 
 
 De la figura acotada se deduce el valor de la superficie en 
función de los valores de r e h: 
 

 `�C, ℎ� = 2C · ℎ + �1 · � · C1. 

 
 El perímetro es el siguiente: 
 

 | = 2ℎ + 2C + �C = 5 ⇒ � = ��k����k . 

 
 Sustituyendo en la superficie el valor de h obtenido, resulta: 
 `�C� = 2C · m�1z��z1 + �1 · � · C1 = �1 · �10C − 4C1 − 2�C1 + �C1� =  

 = �k · ���� − ��k − ��k�. 

 
 Para que la superficie sea máxima es condición necesaria que se anule su primera 
derivada: 
 

 `���� = �1 · �10 − 8C − 2�C� = 5 − 4C − �C.   

 `����� = −4 − � < 0 ⇒ já����. 
 

 `���� = 0 ⇒ 5 − 4C − �C = 0;   5 = �4 + ��  ⇒ � = ��2� ≅ �, ��. 

 

        ℎ = m�1z��z1 = m�1· ��:���· ��:�1 = 1"2m���"�m�1�42�� = �"1�42��  ⇒  � = ��2� ≅ �, ��.  

 a��) |)s)C #ás pqO �p (q*�p �q� (]�*� 8� C)8]o � 8� )p(qC) 0,70 #�(Cos. 

 
********** 
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3º) Dada la matriz } = Q2 −� 41 1 71 −1 12R: 

 )� ¿Para qué valores del parámetro k la matriz A tiene inversa? 
 5� Hallar la matriz }�� cuando k toma el valor k = 1. 
 

---------- )�  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 |}| = U2 −� 41 1 71 −1 12U = 24 − 7� − 4 − 4 + 14 + 12� = 5� + 30 = 0; 
 � + 6 = 0 ⇒ � = −�. 
 �) #)(C]O � �s ]*y�C(]5p� ∀� ∈ & − b−6e. 
 5�  

 Para k = 1 es } = Q2 −1 41 1 71 −1 12R. }B = Q 2 1 1−1 1 −14 7 12R. 

 

 |}| = U2 −1 41 1 71 −1 12U = 5 · 1 + 30 = 5 + 30 = 35. 

 

 }8�. 8� }B =
¢
££¤

¥1 −17 12¥ − ¥−1 −14 12¥ ¥−1 14 7¥
− ¥1 17 12¥ ¥2 14 12¥ − ¥2 14 7¥
¥1 11 −1¥ − ¥ 2 1−1 −1¥ ¥ 2 1−1 1¥¦

§§̈ = Q19 8 −11−5 20 −10−2 1 3 R. 

 

}�� = ©0ª.0� ©«|©| = �6m · Q19 8 −11−5 20 −10−2 1 3 R. 

 
********** 
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4º) Sean r y s las rectas C ≡ M� = r       � = 1 − rO = 3        y s ≡ � − 1 = � = O − 3. Calcular: 

)� La ecuación del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto ��0, 1, 3�. 
 5� Las coordenadas del punto de intersección de ambas rectas. 
 '� La ecuación del plano � que contiene a las rectas r y s. 
 

---------- )�  
 La recta r tiene como vector director a yz���� = �1, −1, 0�. 
 
 Un vector normal del plano ¬ pedido es cualquiera que sea linealmente 
dependiente del vector normal de la recta: *�� = �1, −1, 0�. 
 
 La expresión general del plano es: ¬ ≡ � − � + a = 0. 
 
 Como el plano ¬ contiene al punto ��0, 1, 3� tiene que satisfacer su ecuación: 
 

 
¬ ≡ � − � + a = 0��0, 1, 3�                   H  ⇒ 0 − 1 + a = 0 ⇒ a = 1. 

 ¬ ≡ � − � + 1 = 0. 5�   
 La expresión de s por unas ecuaciones paramétricas es: s ≡ M� = 1 + ­       � = ­        .      O = 3 + ­        
 

 M� = r       � = 1 − rO = 3         ⇒   � = 1 + ­� = ­O = 3 + ­®  ⇒ ­ = 0r = 1A   ⇒   ��1, 0, 3�. 

 '�   
 Considerando el punto Q y los vectores yz���� = �1, −1, 0� y y{���� = �1, 1, 1�, el plano π pedido tiene la siguiente expresión general: 
 

 ���; yz����, y{����� ≡ U� − 1 � O − 31 −1 01 1 1 U = 0;   
 −�� − 1� + �O − 3� + �O − 3� − � = 0; −� + 1 + 2O − 6 − � = 0. 
 � ≡ � + � − 2O + 5 = 0. 

 
********** 
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