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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o0 B, y conteste a las cuatro cuestiones qu
componen la opcién elegida. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique Ic
procedimientos empleados para solucionarlo.

OPCION A

., x—x% si 0<x<1
1°) Dada la funcioif(x) = {(x CDPxsil<x<2

a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad fiec) enx = 1.

b) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la guraf (x) en el punto de abscisa

3
X =-.
4

a)
La funcion f(x) es continua en su domini@®, 2], excepto para x = 1 cuya
continuidad vamos a estudiar.

Para queg(x) sea continua en x = 1 es necesario que sus limites laterales sea
iguales e iguales al valor de la funcidén en ese punto.

lim f(x) =}Ci£q(x—x2) =1-1=0=f(1)
lim f(x) = 3lci_r)1}[(x —1DL*x] =0

x—1t

=

xll_)I{l_ f(x) = xll)ril+ f(x) = f(0) = f(x) es continua en x = 1.

b)
Parax = % la funcién e (x) = x — x2.

El punto de tangencia es el siguiente:

2
3 3 3 9 12-9 3 3 3
f(g):——(—) =———=—:—$T(—’—)_
4 4 4 4 16 16 16 4°16
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La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual que el valor ©
su primera derivada en ese punto:

"(x) = 1 — _f(3Y\=1_2.3-1_3__1
flx)=1 Zx:m—f(z)—l 2-0=1-2 >
Ecuacion de la recta punto-pendiente: y, = m(x — x,); la tangente es:

y__=__.(x_%);; 16y —3=-8x+6 = t=8x+16y—9=0.

kkkkkkkkkk



o . . g _ (__5dx o (2x-3)?
2)CaIcuIarIaSS|gU|entesmtegralesl—f(6x+4)2+2- b)I=[=7z—dx
a)
6x+4_t
5dx 5 dx 5 dx N
- x
(6x+4) 6x+4 6
(6x+4)2+2 2 Ct 4y 2 (ﬁ)+1 \/—E-dx=dt
vz
5 64t 52 . odt _ 5V2
=3 ft2+1_ 12 ft2+1_ 12 arctgt+C.
_ 5dx _5\/5. 6x+4
I_f(6x+4)2+2_ 2 drety V2 +C.
b)
_ (2x-3)? _ (4x?-12x+9 _4 X Y .
I=][ 3yx dx = | 3Vx dx—3fxdx 4fx/? dx+3fx
4 3 = -2
=--[xz-dx—4-[xz-dx+3-[x"z-dx =
3
311 1 —5+1 3 3 z
=2 -4 T—+3. 5 —+Cc=2F-4-F+3-T4cC=
3 S+1 >+ —+1 3 2 2 2

:%.xZ x—g-x\/}+6\/§+c.

a2
1=f<2’3fﬁ3) dx=¥-(4x2—20x+45)+6'.
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3°) Resolver el siguiente sistema matrid{

1 4 —1\3
2P+Q:<(2) 2 12) 3 3 —6 1 1 -2
S y=>3P=(3 9 3 |=P=|1 3 1|
2 -1 =5 0 3 -3 0 1 -1
P—Q=<1 9 2) N —
0 -1 —1//
1 4 -1 \
ree=(z 0 1) 56 s
B »=>30=|0 -18 -3|=
—4 2 10 ? 0
—2P+2Q=<—2 —18 —4)
o 2 2/
-1 2 3
=>Q=<0 —6 —1).
0 2 0

( 1 4 -1
2P+Q=<2 0 1)
. 0 4 -2

al:

2 -1 =5\
P-Q=|1 9 2
\ 0 -1 -1

*kkkkkkkkk



x+y+z=1

(0) =
4°) Dada la rectar = {x—Zy—Zz _

pide:

oY el planor =2x+y+mz—-3 =0, se

a) Determinar el valor del parAmetro m para que la recta y el plano sean secantes.
b) Determinar el valor del pardmetro m para que la recta y el plano sean paralelos.

c¢) ¢Cual es la posicion relativa de la recta r del enunciado y ungldaeecuacion
5
a52x+y+z—§= 0?

a)

Un vector director de la recta r dada por la intersecciéon de dos planos e
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectore
normales de los planos que la determinan:

={x+y+z=1 v LoJ k 7
"=lx-2y-2z=0 ve=@o 1 1=
1 -2 =2

=—-2i+j—-2k—k+2i+2j=3j—3k=1(0,3,-3)=>7v,=(0,1,—-1).

Un vector normal del plano = 2x + y + mz — 3 = 0 esii = (2,1, m).

Como quiera que el vector director de la recta y el vector normal del plano sor
linealmente independientes (no son paralelos), la Unica condicion que deben reunir pa
gue la recta y el plano sean secantes es que su producto escalar no sea cero (en c
caso serian perpendiculares y la recta y el plano serian paralelos).

7 -1i=(01-1)-21m=0+1-m=1—m % 0.

Larectary el plano m son secantes cuando m # 1.

b)
La recta r y el plan@ son paralelos cuando el vector director de la recta y el
vector normal del plano son perpendiculares, o sea, cuando su producto escalar es ce
v, n=0=>(0,1-1)-2,1,m)=0+1-m=1—-m=0.

Larectary el plano w son paralelos cuando m = 1.

x+y+z=1
La recta r y el plane determinan el sistema — 2y — 2z = 0,
6x+3y+3z=5



Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 1 1 1 1 1 1
M = <1 —2 —2) yM' = <1 -2 =2 O).
6 3 3 6 3 3 5

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ = 2 La recta esta contenida en el plano.
2. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ = 3 La recta es secante al plano.

1 1 1
Rangode M= (1 -2 -2|={C, =(C3} = Rango M = 2.
6 3 3
1 1 1
Rang M' = {C;,C,,C,}=> |1 -2 0[=-104+3+12-5=0 =
6 3 5

= Rang M' = 2.
La rectar esta contenida en el plano .
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OPCION B

1°) Determinar el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los intervalos
de concavidad y convexidad, las asintotas, los puntos de corte con los ejes, los extren
(x— 2)

X

y los puntos de inflexion de la funcigitx) =

Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores de
gue anulan el denominaddr(f) = R — {0}.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

[2-(x-2)-1]-x—(x—-2)%1 _ 2x%—4x—(x?—4x+4)  2x*—4x—x?+4x-4 _ x*-4

x2 x2 x2 x2

1o =

e

 Numerada

los periodos de crecimiento y decrecimienoay * Denominadc

que son los siguientes: 2 RN ()

Crecimiento: (—oo,—2) U (2, +0).

Decrecimiento: (—2,0) U (0, 2).

Una funcién es céncavan) o convexa(U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

£'(x) = 2x-x?2—(x%-4)-2x _ 2x2-2x%+4 _ 4

x4 x3 x3

Concavidad (N): f"(x) <0 =>x <0 = (—00,0).

Convexidad (U): f'""(x) >0=>x> 0= (0, +).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k = 11m f(x) = lim &2 = w0 = No tiene asintotas horizontales.

X—00 X

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tiend:
a infinito o0 menos infinito: son los valores que anulan el denominador.



x=0 = Larectax =0 (ejeY) es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma= mx + n, siendo:

f(x) (-2 2_4x+4
. x x“—4x+
m= lim — = lim &*—=1i — =1
x>0 X X—00 X X—00 X
) x ) x—2)? . x%—4x+4-x?
n=11m[&—mx]=hm(( ) —x)=11m—:—4_
x—oo L X X—00 x X—>00 x

Larectay = x — 4 es asintota oblicua.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

(x—2)?
X

=0>x—-2=0-

EleY=2x=0-x¢D(f). EeX>f(x)=0=
Sx =22 A(2,0).

El inico punto de corte con los ejes de f(x) es A(2,0).

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicién necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicidn necesaric
es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negati\
de un maximo.

x2—4

f'x)=0= = =0=>x;, =—-2,x, = 2.

f'"(=2) = (_2)3 < 0 = Maximo relativo parax = —2.
oy _ (=2-2)2 fi Dl

f(=2) = = —8 = Maximo: P(—2,-8).

-2

f"(2) = % > (0 = Minimo relativo parax = 2.

(2-2)?

f2)=

= 0 = Minimo: Q(2,0).

Para que una funcion tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que ¢
anule su segunda derivada:



f'"x)=0= % =0= x & R = No tiene puntos de inflexion.
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2°) a) Dibujar las graficas aproximadasfier) = x2 + 4x + 5y g(x) = 5, sefialando
los puntos de corte entre ambas curvas.

b) Calcular el area encerrada entre las graficas de las dos funciones del agartado

a)
Los puntos de interseccion de la parabola con la recta son las soluciones de
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

x; =0 - A(0,5)
X, = —4 - B(—4,5)°

x2+4x+5=5;x2+4x=0;x(x+4)=0=>{

El vértice de la parabola conveia) — f(x) = x% + 4x + 5 es el siguiente:

fl(x)=2x+4=0->x=-2 =V(-2,-1).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

b)

Por ser las ordenadas de la regta) =5 iguales o mayores que las
correspondientes ordenadas de la pargftfala= x? + 4x + 5 en el intervalo del area
a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

4y dy = [ E ]
(—x* —4x) dx—[ ; 2

S:fo [5—(x2+4x+5)]dx=f5

-4 -4

3 —4 _\3
=[E+22?| =542 (-92-0=-24+32=
3 0 3 3

—64+96 _ 32

3 3’

32
S ===y
3
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1 0 1
3°) Dada la matrid = <0 m 0 ):

2 1 m?-1

a) Estudiar el rango de la matriz A segun los diferentes valores del parametro m.

b) Calcular la matriz inversa™! param = 1.

a)

1 0 1
Al =10 m 0 =mx?-1)-2m=m(x?-1-2) =
2 1 m?-1

m(x?—3)=0=>x =0,x, = —V3,x3 = /3.

b)

-

Rang A=3,Ym€E€ER — {_\/§, 0, \/§}

1 0 1
Param=OesA=<0 0 0>:>RangA=2.
2 1 -1
1 0 1
Param = — 3€SA=<O —\/3 0>=>RangA=2.
2 1 2
1 0 1
Param=\/§esA=<0 V3 0>=>RangA=2.
2 1 2

Param = —\/§,m =0,m =\/§=>RangA = 2.

1 0 1
ParamzeeA:<0 1 0).

2 1 0

Se obtiene la inversa de A por el procedimiento de Gauss-Jordan:

1 0 1|11 0 O
(A|1)=<0 1 0/0 1 0>:>{F3—>F3—2F1}=>
2 1 0lo 0 1
0 1|1 0 O 1 0 1|1 0 0
1 0|0 1 0>=>{F3—>F3—F2}=><0 1 0|0 1 0>=>
1 -201-2 0 1 0 0 —-21-2 -1 1




10 141 0 0
=>{F3—>—§F3}=><0 1 o0[0 1 0>=>{F1—>F1—F3}=>
o o0 111 3 -3
10 00 5 3 0 -1 1
=(0 1 o0 1 © =>A—1=§-<0 2 0)-
0 0 11 i - 2 1 -l
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-1 +2 +5 -3 +4 .
4°) Dadas las rectag=x — 1 = y_—l = ZTyrZ = x4 = y_z = 23 , se pide:

a) Demostrar que se encuentran en un mismo plano.

b) Hallar la ecuacién del plano que determinan.

a)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

RectarA(1,1,-2) yv, = (1,—1,2). RectasB(-5,3,—4) y v, = (4,-2, 3).

Los vectore%s, y v, son linealmente independiente por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferen

el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el
punto B € s: W = 4B = [B — 4] = [(=5,3,—4) — (1,1,-2)] = (=6,2, —2).

Segun que los vectores {v,, v, w} sean o no coplanarios las rectas ry s se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -1 2
Rang (v, v, w}=>|4 -2 3|=4+16+18—-24—-6—-8=0=
-6 2 =2

—_— — —> —_— — — .
= Rang {v,,v,,Ww} = 2 = v,,v,,Ww son coplanarios.

Las rectas r y s estan en un mismo plano, como se debia demostrar.

b)
La expresion general del planajue contiene a las rectas r y s es el siguiente:

x—1 y—1 z+2
(4 vL,v) = | 1 —1 2 |=0;
4 —2 3
—3x-1)+8y—-1)-2z+2)+4(z+2)+4(x—-1)-3(y—1) =0;
x—1)+5@-1)+2(z+2)=0;, x—1+5y—-5+2z+4=0.

T=x+5y+2z—-2=0.
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