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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que 
componen la opción elegida. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los 
procedimientos empleados para solucionarlo.  
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dada la función ���� = �   � − �	     
�    0 ≤ � ≤ 1�� − 1��	�  
�  1 < � ≤ 2. 

 �� Estudiar la continuidad y la derivabilidad de ���� en � = 1. 
 �� Hallar la ecuación de la recta tangente a la cura � = ���� en el punto de abscisa � = ��. 

---------- ��  
La función f(x) es continua en su dominio, �0, 2�, excepto para x = 1 cuya 

continuidad vamos a estudiar. 
 
 Para que ���� sea continua en x = 1 es necesario que sus límites laterales sean 
iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 lim�→� ���� = lim�→��� − �	� = 1 − 1 = 0 = ��1�lim�→�! ���� = lim�→���� − 1��	�� = 0                       " ⇒  

 lim�→� ���� = lim�→�! ���� = ��0� ⇒ ���� $
 %&'(�')� $' � = 1. 

 ��  

 Para � = �� la función es ���� = � − �	. 

 
 El punto de tangencia es el siguiente:  
 �*+,- = �� − .��/	 = �� − 0�1 = �	20�1 = ��1  ⇒ 3 .45 , 467/. 
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La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de 
su primera derivada en ese punto: 

 �8��� = 1 − 2� ⇒  9 = �8*+,- = 1 − 2 · �� = 1 − �	 = − 6;. 

  
 Ecuación de la recta punto-pendiente: � − �< = 9�� − �<�; la tangente es: 
 

 � − ��1 = − �	 · .� − ��/ ; ;   16� − 3 = −8� + 6  ⇒   ( ≡ 8� + 16� − 9 = 0. 
 

********** 
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2º) Calcular las siguientes integrales: �� D = E FG��1�H��IH	.     �� D = E �	�2��I�√� K�. 

 
---------- ��  

D = E FG��1�H��IH	 = F	 · E G��LM!,�II H� = F	 · E G�
.LM!,√I /IH� ⇒ N 1�H�√	 = (1√	 · K� = K(O ⇒  

 

⇒ F	 · E √IL GPPIH� = F√	�	 · E GPPIH� = F√	�	 · �Q% (R ( + S.  

 D = E FG��1�H��IH	 = F√	�	 · �Q% (R 1�H�√	 + S. 

 
 ��  D = E �	�2��I�√� K� = E ��I2�	�H0�√� K� = �� · E �I

√� · K� − 4 · E �√� · K� + 3 · E G�√� =  

 = �� · E �+I · K� − 4 · E �UI · K� + 3 · E �2UI · K� =  

 

= �� · �+I!U
+IH� − 4 · �UI!U

UIH� + 3 · � UI!U
2UIH� + S = �� · �VIVI − 4 · �+I+I + 3 · �UIUI + S =  

 = W�F · �	√� − W� · �√� + 6√� + S. 

 D = E �	�2��I�√� K� = 	√��F · �4�	 − 20� + 45� + S. 

 
********** 
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3º) Resolver el siguiente sistema matricial: 

⎩⎪⎨
⎪⎧2] + ^ = _1 4 −12 0 10 4 −2`

] − ^ = _2 −1 −51 9 20 −1 −1`. 

 
---------- 

 

2] + ^ = _1 4 −12 0 10 4 −2`
] − ^ = _2 −1 −51 9 20 −1 −1`⎭⎪⎬

⎪⎫ ⇒ 3] = _3 3 −63 9 30 3 −3` ⇒ ] = _1 1 −21 3 10 1 −1`. 

 

2] + ^ = _1 4 −12 0 10 4 −2`
−2] + 2^ = _−4 2 10−2 −18 −40 2 2 `⎭⎪⎬

⎪⎫ ⇒ 3^ = _−3 6 90 −18 −30 6 0 ` ⇒ 

 

⇒ ^ = _−1 2 30 −6 −10 2 0 `.  

 
********** 
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4º) Dada la recta Q ≡ �� + � + d = 1     � − 2� − 2d = 0 y el plano e ≡ 2� + � + 9d − 3 = 0, se 

pide: 
 �� Determinar el valor del parámetro m para que la recta y el plano sean secantes. 
 �� Determinar el valor del parámetro m para que la recta y el plano sean paralelos. 
 %� ¿Cuál es la posición relativa de la recta r del enunciado y un plano f de ecuación f ≡ 2� + � + d − F� = 0? 

---------- ��  
 Un vector director de la recta r dada por la intersección de dos planos es 
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores 
normales de los planos que la determinan: 
 

Q ≡ �� + � + d = 1     � − 2� − 2d = 0 ⇒ h8ijjjjj⃗ = l� m n1 1 11 −2 −2l =  

 = −2� + m − 2n − n + 2� + 2m = 3m − 3n = �0, 3, −3� ⇒ hijjj⃗ = �0, 1, −1�. 
 
 Un vector normal del plano e ≡ 2� + � + 9d − 3 = 0 es 'j⃗ = �2, 1, 9�. 
 
 Como quiera que el vector director de la recta y el vector normal del plano son 
linealmente independientes (no son paralelos), la única condición que deben reunir para 
que la recta y el plano sean secantes es que su producto escalar no sea cero (en cuyo 
caso serían perpendiculares y la recta y el plano serían paralelos). 
 hijjj⃗ · 'j⃗ = �0, 1, −1� · �2, 1, 9� = 0 + 1 − 9 = 1 − 9 ≠ 0. 
 �� Q$%(� Q � $p qp�'& e 
&' 
$%�'($
 %)�'K& 9 ≠ 1. 

 ��  
La recta r y el plano e son paralelos cuando el vector director de la recta y el 

vector normal del plano son perpendiculares, o sea, cuando su producto escalar es cero: 
 hijjj⃗ · 'j⃗ = 0 ⇒ �0, 1, −1� · �2, 1, 9� = 0 + 1 − 9 = 1 − 9 = 0. 
 �� Q$%(� Q � $p qp�'& e 
&' q�Q�p$p&
 %)�'K& 9 = 1. 

 %�  

 La recta r y el plano π determinan el sistema 
       � + � + d = 1  � − 2� − 2d = 06� + 3� + 3d = 5". 
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Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 r = _1 1 11 −2 −26 3 3 ` y r8 = _1 1 11 −2 −26 3 3     105`. 

 
 Según sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos: 
 
1. --  Rango M = Rango M’ = 2  ⇛ La recta está contenida en el plano. 
 
2. --  Rango M =2, Rango M’ = 3  ⇛ La recta es paralela al plano. 
 
3. --  Rango M = Rango M’ = 3  ⇛ La recta es secante al plano. 
 

Rango de M ⇒  l1 1 11 −2 −26 3 3 l ⇒ tS	 = S�u ⇒ v�'R& r = 2. 

 

 v�'R r8 ⇒ tS�, S	, S�u ⇒  l1 1 11 −2 06 3 5l = −10 + 3 + 12 − 5 = 0 ⇒ 

 ⇒ v�'R r′ = 2. �� Q$%(� Q $
(á %&'($'�K� $' $p qp�'& e. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 
1º) Determinar el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los intervalos 
de concavidad y convexidad, las asíntotas, los puntos de corte con los ejes, los extremos 

y los puntos de inflexión de la función ���� = ��2	�I� . 

---------- 
 
 Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto los valores de x 
que anulan el denominador: y��� ⇒ v − t0u. 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 

 �8��� = �	·��2	�·��·�2��2	�I·��I = 	�I2��2��I2��H���I = 	�I2��2�IH��2��I = �I2��I .

  �8��� = 0 ⇒ �I2��I = 0; �	 − 4 = 0 ⇒ z6 = −;, z; = ;. 

 
 De la observación de la figura se deducen 
los periodos de crecimiento y decrecimiento, 
que son los siguientes: 
 SQ$%�9�$'(&: �−∞, −2� ∪ �2, +∞�. 

 y$%Q$%�9�$'(&: �−2, 0� ∪ �0, 2�. 
 
 Una función es cóncava �∩� o convexa �∪� cuando su segunda derivada es 
negativa o positiva, respectivamente. 
 �88��� = 	�·�I2��I2��·	��, = 	�I2	�IH��+ = 5z4. 
 S&'%�h�K�K �∩�: �88��� < 0 ⇒ � < 0 ⇒ �−∞, 0�. 

 S&'h$��K�K �∪�: �88��� > 0 ⇒ � > 0 ⇒ �0, +∞�. 

 
 Asíntotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la 
función cuando x tiende a más o menos infinito. 
 

 n = lim�→� ���� = lim�→� ��2	�I� = ∞ ⇒ �& (�$'$ �
í'(&(�
 ℎ&Q�d&'(�p$
. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

2 -2 

Denominador 

Numerador 

�8�z� 

+ + + − 

− 

− 

0 

+ 

+ 
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 � = 0 ⇒ �� Q$%(� � = 0 �$m$ �� $
 �
í'(&(� h$Q(�%�p. 
 
 Asíntotas oblicuas: son de la forma � = 9� + ', siendo: 
 

 9 = lim�→� ����� = lim�→�
�M I�IM� = lim�→� �I2��H��I = 1. 

 ' = lim�→� ������ − 9�� = lim�→� .��2	�I� − �/ = lim�→� �I2��H�2�I� = − 4. 

 �� Q$%(� � = � − 4 $
 �
í'(&(� &�p�%)�. 

 
Los puntos de corte con los ejes son los siguientes: 
 

 Eje Y⇒� = 0 → � ∉ y���.    Eje X ⇒ ���� = 0 ⇒ ��2	�I� = 0 ⇒ � − 2 = 0 → 

 → � = 2 ⇒ ��2, 0�. 
 �p ú'�%& q)'(& K$ %&Q($ %&' p&
 $m$
 K$ ���� $
 ��2, 0�. 

 
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es 
condición necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condición necesaria no 
es suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se anule la 
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 �8��� = 0 ⇒ �I2��I = 0 ⇒ �� = −2, �	 = 2. 

 �88�−2� = ��2	�+ < 0 ⇒ rá��9& Q$p�(�h& q�Q� � =  −2 . 
 ��−2� = �2	2	�I2	 = −8 ⇒ rá��9&: ]�−2, −8�. 

 �88�2� = �	+ > 0 ⇒ rí'�9& Q$p�(�h& q�Q� � =  2 . 
 ��2� = �	2	�I	 = 0 ⇒ rí'�9&: ^�2, 0�. 

 
 Para que una función tenga un punto de inflexión es condición necesaria que se 
anule su segunda derivada: 
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        �88��� = 0 ⇒ ��+ = 0 ⇒  z ∉ �  ⇒  �& (�$'$ q)'(&
 K$ �'�p$��ó'. 

 
********** 

  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

 

2º) �� Dibujar las gráficas aproximadas de ���� = �	 + 4� + 5 y R��� = 5, señalando 
los puntos de corte entre ambas curvas. 
 �� Calcular el área encerrada entre las gráficas de las dos funciones del apartado ��. 
 

---------- ��  
Los puntos de intersección de la parábola con la recta son las soluciones de la 

ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 
 

�	 + 4� + 5 = 5 ; �	 + 4� = 0 ;  ��� + 4� = 0 ⇒ ��� = 0 → ��0,5�        �	 = −4 → ��−4, 5� . 
 
 El vértice de la parábola convexa �∪� → ���� = �	 + 4� + 5 es el siguiente: 
 �8��� = 2� + 4 = 0 → � = −2 ⇒ ��−2, −1�. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La representación gráfica de la situación se expresa en la figura adjunta. 
 ��  
 Por ser las ordenadas de la recta R��� = 5 iguales o mayores que las 
correspondientes ordenadas de la parábola ���� = �	 + 4� + 5 en el intervalo del área 
a calcular y de la observación de la figura se deduce que: 
 

 � = E �5 − ��	 + 4� + 5��K�<2� = E �−�	 − 4�� · K� = �− �+� − ��I	 �2�
	F2� = 

 = ��+� + 2�	�<
2� = �2��+� + 2 · �−4�	 − 0 = − 1�� + 32 = 21�H01� = �	� .  

 � = �	�  )	. 

 
********** 

Y 

V 

O 
X 

f(x) = x2 + 2x + 5 

B A

-4 

g(x) = 5 

1 

S 
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3º) Dada la matriz � = _1 0 10 9 02 1 9	 − 1`: 

 �� Estudiar el rango de la matriz A según los diferentes valores del parámetro m. 
 �� Calcular la matriz inversa �2� para m = 1. 
 

---------- ��  

|�| = l1 0 10 9 02 1 9	 − 1l = 9��	 − 1� − 29 = 9��	 − 1 − 2� =  

 9��	 − 3� = 0 ⇒ �� = 0, �� = −√3, �� = √3. 
 v�'R � = 3, ∀9 ∈ v − �−√3, 0, √3�. 
 

]�Q� 9 = 0 $
 � = _1 0 10 0 02 1 −1` ⇒ v�'R � = 2. 

 

]�Q� 9 = −√3 $
 � = _1 0 10 −√3 02 1 2` ⇒ v�'R � = 2. 

 

]�Q� 9 = √3 $
 � = _1 0 10 √3 02 1 2` ⇒ v�'R � = 2. 

 ]�Q� 9 = −√3, 9 = 0, 9 = √3 ⇒ v�'R � = 2. 

 ��  

 Para m = e es � = _1 0 10 1 02 1 0`. 

 
 Se obtiene la inversa de A por el procedimiento de Gauss-Jordan: 
 

��|D� = _1 0 10 1 02 1 0l1 0 00 1 00 0 1` ⇒ t�� → �� − 2��u ⇒  

 

⇒ _1 0 10 1 00 1 −2l 1 0 00 1 0−2 0 1` ⇒ t�� → �� − �	u ⇒ _1 0 10 1 00 0 −2l 1 0 00 1 0−2 −1 1` ⇒  
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⇒ ��� → 2UI��� ⇒ _1 0 10 1 00 0 1l1 0 00 1 01 UI  UI
` ⇒ t�� → �� − ��u ⇒  

 

⇒ �1 0 00 1 00 0 1�0  UI UI0 1 01 UI  UI
�  ⇒  �2� = �	 · _0 −1 10 2 02 1 −1`.  

 
********** 
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4º) Dadas las rectas Q� ≡ � − 1 = �2�2� = �H		  y Q	 ≡ �HF� = �2�2	 = �H�� , se pide: �� Demostrar que se encuentran en un mismo plano. 
 �� Hallar la ecuación del plano que determinan. 

---------- ��  
 Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes: 
 
 Recta r: ��1, 1, −2� � hijjj⃗ = �1, −1, 2�. Recta s: ��−5, 3, −4� � h�jjj⃗ = �4, −2, 3�. 
 
 Los vectores hijjj⃗  y h�jjj⃗  son linealmente independiente por no ser proporcionales 
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar 
el caso hacemos lo siguiente: 
  Se considera el vector ªjj⃗  que tiene como origen el punto � ∈ Q y extremo el punto � ∈ 
: ªjj⃗ = ��jjjjj⃗ = �� − �� = ��−5, 3, −4� − �1, 1, −2�� = �−6, 2, −2�.   Según que los vectores thijjj⃗ , h�jjj⃗ , ªjj⃗ u sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan, respectivamente.   Los vectores thijjj⃗ , h�jjj⃗ , ªjj⃗ u son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.  
 v�'R thijjj⃗ , h�jjj⃗ , ªjj⃗ u ⇒ l 1 −1 24 −2 3−6 2 −2l = 4 + 16 + 18 − 24 − 6 − 8 = 0 ⇒ 
 ⇒ v�'R thijjj⃗ , h�jjj⃗ , ªjj⃗ u = 2 ⇒ µ¶jjjj⃗ , µ·jjjj⃗ , j̧jj⃗  ·¹º »¹¼½¾º¾¶¿¹·.    ��
 Q$%(�
 Q � 
 $
(á' $' )' 9�
9& qp�'&, %&9& 
$ K$�í� K$9&
(Q�Q. 
 ��  
 La expresión general del plano π que contiene a las rectas r y s es el siguiente: 
 

 e��; hijjj⃗ , h�jjj⃗ � ≡ l� − 1 � − 1 d + 21 −1 24 −2 3 l = 0; 
 −3�� − 1� + 8�� − 1� − 2�d + 2� + 4�d + 2� + 4�� − 1� − 3�� − 1� = 0;  
 �� − 1� + 5�� − 1� + 2�d + 2� = 0;   � − 1 + 5� − 5 + 2d + 4 = 0. 
 e ≡ � + 5� + 2d − 2 = 0. 

 
********** 
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