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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que com-
ponen la opción elegida. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los pro-
cedimientos empleados para solucionarlo.  
 
OPCIÓN A 
 
1º) Calcular el valor de los parámetros � � � sabiendo que la gráfica de la función �: � → � definida por �	
� = 2
� − 
� + �
 + �, tiene como recta tangente en el 
punto �	1, −2� la recta de ecuación � = 5
 − 7. 
 

---------- 
 
 Por contener �	
� al punto �	1, −2� es �	1� = −2: 
 
 �	1� = 2 · 1� − 1� + � + � = −2;   2 − 1 + � + � = −2;   � + � = −3.    (1) 
 
 La pendiente de la recta tangente � = 5
 − 7 es � = 5. 
 
 La pendiente a una función en un punto es igual que el valor de la pendiente de 
la recta tangente en ese punto, por lo cual es ��	1� = 5: 
 
 ��	
� = 6
� − 2
 + �. 
 
 ��	1� = 5 ⇒ 6 · 1� − 2 · 1 + � = 5;   6 − 2 + � = 5;   4 + � = 5 ⇒  � = 1. 
 
 Sustituyendo en (1) el valor de � = 1: 
 
 � + � = −3;   1 + � = −3 ⇒  � = −4. 
 �	
� = 2
� − 
� + 
 − 4. 
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2º) Resolver las siguientes integrales: ��  = ! "#	�$�%&
�$

'&(&
· �
.    )�  = ! �$*+,$&+√$

$& �
. 

 
---------- ��  

 = ! "#	�$�%&
�$

'&(&
· �
 ⇒ . /	2
� = 01

$ · �
 = �02
 = 3
� → 0 = 1


 = 1
� → 0 = 05 ⇒ 1

� · ! 0�16 · �0 =  

 

= 1
� · 789

� :6
1 = 1

; · "0�%61 = 1
; · 	1� − 0�� = 1

;. 

 

 = ! "#	�$�%&
�$

'&(&
· �
 = 1

;. 

 )�  

 = ! �$*+,$&+√$
$& �
 = ! <3
� + 5 + 
=9&> · �
 = �$9

� + 5
 + $?(&
=(&

+ @ =  

 = 
� + 5
 − �
√$ + @. 

 

 = ! �$*+,$&+√$
$& �
 = 
� + 5
 − �√$

$ + @. 
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3º) Dadas las matrices A = <1 01 −1> ;  B = < 1 

 − 1 −1>  � @ = < 0 −1−1 2 >: 

 �� Calcular el valor de 
 para que se cumpla: A + B + @� = 3 , donde   es la matriz 
identidad de orden 2. 
 )� Calcular la matriz C solución de la ecuación matricial: A · C + @� = 3 . 
 

---------- ��  

 A + B + @� = 3 ;  <1 01 −1> + < 1 

 − 1 −1> + < 0 −1−1 2 > < 0 −1−1 2 > = 3 ; 
 

<2 

 −2> + < 1 −2−2 5 > = 3 ;  < 3 
 − 2
 − 2 3 > = <3 00 3>  ⇒  
 = 2.  

 
 )�  A · C + @� = 3 ;   A · C = 3 − @� = D;  A=1 · A · C = A=1 · D;  
  · C = A=1 · D ⇒  C = A=1 · D. 
 

 D = 3 − @� = <3 00 3> − < 1 −2−2 5 > = <3 00 3> + <−1 22 −5> = <2 22 −2>. 

 

A = <1 01 −1> ;  |A| = −1;  A8 = <1 10 −1> ;   A�F. �H A8 = <−1 0−1 1> ⇒  

 

⇒  A=1 = <1 01 −1> = A. 

 

C = A=1 · D = <1 01 −1> · <2 22 −2> = <2 20 4>. 

 

C = <2 20 4>. 
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4º) Dado el plano I ≡ 5
 + �� + 4K − 5 = 0 y la recta L ≡ $
� = M=�

N = O=�
=P  y, se pide: 

 �� Calcular el valor del parámetro � para que la recta L sea paralela al plano I. 
 )� Para � = 0, calcular el ángulo que forman el plano I y la recta L. 
 

---------- ��  
 La recta L y el plano I son paralelos cuando el vector director de la recta y el 
vector normal del plano son perpendiculares, o sea, cuando su producto escalar es 0. 
 
 Un vector director de la recta es QRSSS⃗ = 	1, 3, −2�. 
 
 Un vector normal del plano I es US⃗ = 	5, �, 4�. 
 
 QRSSS⃗ ·  US⃗ = 	1, 3, −2� · 	5, �, 4� = 0;   5 + 3� − 8 = 0;   3� = 3 ⇒  � = 1. 
 )�  

Para � = 0 el vector normal del plano I es US⃗ = 	5, 0, 4�. 
 

 El vector director de L y el vector normal de I son linealmente independientes 
por no tener proporcionales sus componentes, por lo cual son secantes. 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 Por definición de producto escalar: US⃗ · QRSSS⃗ = |US⃗ | · |QRSSS⃗ | · cos Z. 
 

 cos Z = [S⃗ ·\]SSSS⃗
|[S⃗ |·|\]SSSS⃗ | = ^HU _.  

 

 ^HU _ = 	,,6,P�·	1,�,=��
√,&+P&·`1&+�&+	=��& = ,+6=a

√�,+1N·√1+;+P = =�
√P1·√1P = =�

√,bP = =�
��,;,a� = 

 = −0,1252  ⇒   Z = �L� sen 	−0,1252� = 7°  11� 36′′. 
 /� LH�0� L � Hg hg�Ui I �iL��U jU áUljgi �H 7°  11� 36′′. 
 

********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la función �	
� = $&
3o&, se pide: 

 �� Determinar los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento. 
 )� Calcular los máximos y mínimos relativos. 
 

---------- ��  
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 

 ��	
� = �$·3o&=$&·�$·3o&
3&o& = �$=�$9

3o& = �$	1=$&�
3o& . 

 

 ��	
� = 0 ⇒ �$	1=$&�
3o& = 0;   2
	1 − 
�� = 0 ⇒ 
1 = −1, 
� = 0, 
� = 1. 

 
 Por ser H$& > 0, ∀
 ∈ �, ��	
� es positiva o negativa cuando lo sea el numera-
dor de su expresión, que por ser una expresión polinómica, sus tres raíces dividen el 
dominio de la función, que es R, en cuatro intervalos donde la derivada es, alternativa-
mente, positiva o negativa. 
 
 Los intervalos mencionados son 	−∞, −1�, 	−1, 0�, 	0, 1�, 	1, +∞�. 
 

 Considerando el valor 2 ∈ 	1, +∞� ⇒ ��	2� = P	1=P�
3* < 0, los periodos de cre-

cimiento y decrecimiento son los siguientes: 
 @LH�m�mHU0i: 	−∞, −1� ∪ 	0, 1�. 
 vH�LH�m�mHU0i: 	−1, 0� ∪ 	1, +∞�. 

 )�  
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condición, que es 
necesaria, no es suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se 
anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 

         ���	
� = 	�=N$&�·3o&=�$	1=$&�·�$·3o&
3&o& = �=N$&=P$&	1=$&�

3o& = �=N$&=P$&+P$*
3o& = 
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= P$*=16$&+�
3o& = �	�$*=,$&+1�

3o& . 

 

 ���	−1� = �	�·1=,·1+1�
3(& = =P

3 < 0 ⇒ Dá
m�i LHg�0mQi h�L� 
 = −1. 

 

 �	−1� = 	=1�&
3	?(�& = 1

3  ⇒  Dá
m�i: A <−1, 1
3>. 

 

 ���	0� = �	�·6=,·6+1�
3w& = �

1 = 2 > 0 ⇒ DíUm�i LHg�0mQi h�L� 
 = 0. 

 

 �	0� = 6&
3w& = 6

1 = 0 ⇒  DíUm�i: y	0, 0�. 

 

 ���	1� = �	�·1=,·1+1�
3(& = =P

3 < 0 ⇒ Dá
m�i LHg�0mQi h�L� 
 = 1. 

 

 �	1� = 1&
3(& = 1

3  ⇒  Dá
m�i: B <1, 1
3>. 

 
 Estos cálculos se simplifican teniendo en cuenta que la función es simétrica con 
respecto al eje de ordenadas, por ser �	−
� = �	
�. 
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2º) Dibujar y calcular el área de la región del plano limitada por las siguientes rectas: 
 
 � = 3
;   � = 
;   � = −
 + 8;   
 = 3. 
 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 De la observación de la figura se deduce el área a calcular, que aparece som-
breada en la figura, y que es la siguiente: 
 

         z = ! 3
�6 · �
 + ! 	−
 + 8��� · �
 + ! 
6� · �
 = 
 

= 7�$&
� :6

� + 7− $&
� + 8
:�

� + 7$&
� :�

6 =  

 

= 7<�·�&
� > − 0: + 7<− ·�&

� + 8 · 3> − <− ·�&
� + 8 · 2>: + <0 − �&

� > =  

 = 6 − ;
� + 24 + 2 − 16 − ;

� = 32 − 16 − 9 = 32 − 25 = 7.  

 z = 7 j�. 
 

********** 
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3º) Sea el sistema de ecuaciones lineales: 
   2
 + � + |K = 1|
 + 2� − K = −2          � − 3K = −35. 

 �� Estudiarlo y clasificarlo para los distintos valores del parámetro |. 
 )� Resolverlo para | = 2. 

----------  
 ��   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 D = }2 1 || 2 −10 1 −3~ y D′ = }2 1 || 2 −10 1 −3    1−2−3~. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro | es el siguiente: 
 

|D| = 22 1 || 2 −10 1 −32 = −12 + |� + 2 + 3| = 0;  |� + 3| − 10 = 0;  
 

| = =�±√;+P6
� = =�±√P;

� = =�±b
� ⇒ |1 = −5, |� = 2. 

 

��L� �| ≠ −5| ≠ 2 � ⇒ ��Ul D = ��Ul D� = 3 = Uº mU�ól. ⇒ z. @. v. 

 

��L� | = −5 ⇒ D� = } 2 1 −5−5 2 −10 1 −3    1−2−3~ ⇒ ��Ul D� = �@1, @�, @P� ⇒  

 

⇒ 2 2 1 1−5 2 −20 1 −32 = −12 − 5 + 4 − 15 = −28 ≠ 0 ⇒ ��Ul D� = 3.  

 ��L� | = −5 ⇒ ��Ul D = 2;  ��Ul D� = 3 ⇒ zm^0H�� mU�i�h�0m)gH. 

 

��L� | = 2 ⇒ D� = }2 1 22 2 −10 1 −3    1−2−3~ ⇒ ��Ul D� = �@1, @�, @P� ⇒  

 

⇒ 22 1 12 2 −20 1 −32 = −12 + 2 + 4 + 6 = 0 ⇒ ��Ul D� = 2.  

 ��L� | = 2 ⇒ ��Ul D = ��Ul D� = 2 < Uº mU�ól. ⇒ z. @.  . 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

 

)�   
 Para | = 2 el sistema resulta 

   2
 + � + 2K = 12
 + 2� − K = −2          � − 3K = −35., que es compatible indeter-

minado.  
 
 Para resolverlo se desprecia una de las ecuaciones (primera) y se parametriza 
una de las incógnitas, por ejemplo, K = �. 
 

 
2
 + 2� = −2 + �          � = −3 + 3�� ⇒ 2
 + 2	−3 + 3�� = −2 + �;   2
 − 6 + 6� = −2 + �; 

 2
 = 4 − 5�;   
 = 2 − ,
� �. 

 

zigj�móU: 
 = 2 − ,
� �;  � = −3 + 3�;   K = �; ∀� ∈ �. 
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4º) Dados los planos I1 ≡ 
 − � + 3 = 0;  I� ≡ 2
 + � − K = 0, determinar: 
 �� La ecuación de la recta perpendicular a I1 que pasa por el punto �	2, 2, 1�. 
 )� La ecuación del plano perpendicular a la recta que determinan I1 y I� que contiene 
al punto A	1, 1, −1�. 

---------- ��  
Un vector normal del plano I1 es U1SSSS⃗ = 	1, −1, 0�. 
 
Un vector de la recta L pedida es cualquiera que sea linealmente dependiente del 

vector normal del plano I1, por lo cual, QRSSS⃗ = 	1, −1, 0�. 
 

L ≡ .
 = 2 + � � = 2 − �K = 1          . 
 )�  
 El plano I� pedido es perpendicular a los planos I1SSSS⃗  y I�SSSS⃗  por lo cual tiene como 
vectores directores a los vectores normales de los planos I1SSSS⃗  y I�SSSS⃗ . 
 
 U�SSSS⃗ = 	2, 1, −1�. 
 

 I�	A; U1SSSS⃗ , U�SSSS⃗ � ≡ 2
 − 1 � − 1 K + 11 −1 02 1 −1 2 = 0; 
 	
 − 1� + 	K + 1� + 2	K + 1� + 	� − 1� = 0;  	
 − 1� + 	� − 1� + 3	K + 1� = 0;  
 
 − 1 + � − 1 + 3K + 3 = 0. 
 I� ≡ 
 + � + 3K + 1 = 0. 

 
********** 

 www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s




