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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Instrucciones:

Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las parejas 1A-1B, 2
2B, 3A-3B y 4A-4B, correspondientes a cada uno de los bloques de contenido. En cas
de presentar dos preguntas de un mismo bloque de contenidos, se considerara sol
primera pregunta respondida de ese bloque. En el desarrollo de cada pregunta, detz
y expligue los procedimientos empleados para solucionarla. Se puede utilizar cualquic
calculadora cientifica, no programable ni con conexién a internet.

Bloque 1.- Andlisis.

x—12%+bx si x<1

1A) Dada la funciorf (x) = {( a4 L six>1

a) Estudia los valores de los paramettgsb para que la funciéfi(x) sea continua y
derivable en R. Escribe la funcién resultafie).

b) Tomamos los valores = —2 y b = 1, calcula la ecuacion de la recta tangente a
f(x)enx =e.

a)

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidn necesaria que S
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su ct
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 1, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores realesyde para que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

xllr{l_f(x) = }Ciir%[(x —1)%2+bx]=b

Parax=1= lim f(x) =lim(a + Lx) =a = f(1) -
xo1+ x—1

= lim f(0) = lim fG) = f > a=b. ()
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La funcionf (x) es derivable en R, excepto para 1 cuya derivabilidad se va
a forzar determinando los correspondientes valoresyde

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales en ese punto.

2x —2+b si x<1 '@ )=bsix<1
f'(x)={ Losix>1 {];’(1+)—1Six>1:>
x — - —_—

= f'(17)=f'(1*") >b=1. Teniendo en cuenta (1. = 1.

La funcién f(x) es continua y derivable en R paraa = b = 1.

b)
. —1)?+xsix<1
Paraa = —2 vy b = 1 la funcién e = {(x .
Y T =" 0 e six>1
Parax = e la funcién e¥(x) = Lx — 2.

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor ©
su primera derivada en ese punto.

f'(x)=%. Parax=e=>m=f'(e)=>m=§.

El punto de tangenciaefle) =Le—2=1—-2=—1= P(e,—1).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
férmulay — y, = m(x — x,), que aplicada al punt®(e, —1):

y+1=§-(x—e); ey+e=x—e.

Larectatangenteest =x —ey — 2e = 0.
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x+4
x2+4

1B) Realiza el célculo de las integrale$’ = [

dx. b)I={

1

a)
x+4
I=[Sdx=[g5—-dx+[o—-dx=M+N. ()
x*+4 =
M=[Z—dx={2x-de=dt {52 [Z.gr=—2.Lt=
+4 x-dx =--dt 2

X

N=(—2 dx=(—2 . dx=(—2 .4 { =\t
fx2+4 g f4(§+1) g f(§)2+1 *= dx2=2-dt

-dt=2-arctgt+C=>N=2-arctg§+C.

1
tZ24+1

=2

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:

— (X2 g =1 (2 : x
—fx2+4 dx = - L(x*+4)+2 arctg >+C.

b)

_ e (Lx)3 Lx =t
I={ dx=>{ e 1ot—0

Lodx =dt
X
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Bloque 2.- Algebra.

2A) Averigua qué dos matrices de dimensioBes3, X e Y, verifican las siguientes
condiciones:

1— La suma de ambas matricés Y da como resultado la matiig (siendol;
la matriz identidad x 3).

9 0 -7
2— Sienddd = (14 -12 0 ) la matriz traspuesta de A es el resultado de
0O -7 =5

realizar la resta del doble de la makiy cinco veces la matriz.

X+Y=1I } 5X +5Y =51
2X —5Y =AY 2X -5y =A¢

9 14 0 5 0 0 14 14 O
At + 51 = < 0 -12 —7) + <0 5 0) = < 0 -7 —7).
-7 0 =5 0 0 5 -7 0 0

Sustituyendo el valor obtenido en la expresion (*):

) (14 14 0 2 2 0
X=;-(At+51)=;-<0 —7 —7>=>X=<0 —1 —1).
-7 0 0 -1 0 0

1 0 0 2 2 0
X+Y=I=>Y=I—X=<O 1 O)—(O -1 —1>=>

0 0 1 -1 0 0
-1 -2 0
:Y=<O 2 1).
1 0 1

}:>7X=At+51=>x=§-(,4t+51). *)
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kx—y—z=1

2B) Dado el sistema + ky + 2kz = k¢, conk € R.

a) Discute la resolucion del sistema de ecuaciones, segun los valores que pueda tn

x+y+z=-1

el parametra.

b) Resuelve el sistema pdra= 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

k -1 -1 k-1 -1 1
A=<1 k 2k>yA’=<1 k 2k k|
1 1 1 1 1 1 -1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

k -1 -1
|Al=11 k 2k|=k*—-1-2k+k—-2k*+1=—-k?—-k=0;
1 1 1

k2+k=0;, k(k+1)=0=>k, =0,k, = —1.

b)

k+0 p. P 0 ik
Para {ki_l}zRangA—RangA =3 =n%incog.=> S.C.D.
0o -1 -1 1 1 0
Parak=0=>A"=(1 0 0 0 =>| |¢0=>RangA’=2.
1 1 1 -1 11

-1 -1 -1 1
Parak =—-1=A" = ( 1 -1 -2 —1) = {F; = —F;} = Rang A’ = 2.
1 1 1 -1

Para {

I = 1}:}RangA = Rang A’ = 2 <n%incég.= S.C.1.

x—y—z=1
Par& = 1 el sistema resulta + y + 2z = 1}, gue es compatible determinado.
x+y+z=-1

Resolviendo por la regla de Cramer:



1 -1 -1
1 1 2
1 1 gl _1-it2-tm241 0
1 -1 -1 1-1-2+1-2+1 -2 :
1 1 2
1 1 1
1 1 -1
1 1 2
1 -1l m2+ib2-1 6 g
-2 - -2 o -2 - )
1 -1 1
1 1 1
T | B Ly o b b o S N
-2 -2 -2 '
Solucién:x =0,y = =3,z = 2.
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Bloque 3.- Geometria.
3A) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes

:{Bx—2y=—1 ={x+4y+12:0
"Slay-32=-1Y56y+2z+13=0"

a) Estudia la posicion relativa de las reotass.

b) Calcula la ecuacion del plamoparalelo a la rectaque contiene a la rectaHalla
. +4 -8
el punto de corte de dicho planaon la recta = x_—l = yT =z—2.

a)
Las expresiones de las rectags por ecuaciones paramétricas son:
_(B3x—2y=-1 _ _ _ 1, 2.
={4y_3Z:_1:>y—/1:>3x——1+2y— 1+2A=>x= §+§)l,
x=—2421
1 4 3 3
3z=1+4y=1+4/1:>z=§+§/1=>r5 y=24
=14
3 3

{x+4y+12=0 {x:—12—4u} _{
S :>y=‘[,l$ — M=>T= y=u

6y+z+13=0

Un punto y un vector director agesonA (—§ Oé) yv, =(2,3,4).

Un punto y un vector director desonB(—12,0,—13) y v, = (4,—1,6).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectaf, linealmente dependiente del que tiene como origen el
puntoA € r y extremo el punt® € s:

w' =4B =08 - 04 = [(-12,0,-13) - (-5,0.3)| = (- Z,0=%)
= W = (35,0,38).

Segun que los vectorés,, v, w} sean o no coplanarios las reatass se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.



Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 3 4
Rang {v;, v, w}=|4 —1 6|=—76+630+ 140 — 456 =
35 0 38

=770 — 532 #+ 0 = Rang {v,,v,,w} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr y s se cruzan.

b)
El planor, por ser paralelo a la rectey contener a la rectg tiene como vec-
tores directores g, = (2,3,4) y av, = (4,—1,6).

X = —§+§/1
Un punto de es, por ejempla: =<y =1 =>A=-1=P(-1,—-1,-1).

z=1+212
3

[SV

x+1 y+1 z+1
n(P; v, v5) =| 2 3 4 |=0;
4 —1 6
18(x+1)+16(y+1)—-2(z+1)—12(z+ 1) +4(x+1)—-12(y+1) = 0;
22(x+1)+4(y+1)—-14(z+1)=0; 11(x+1D)+2(y+1)—-7(z+1) =0;

1Ix+11+2y+2—-7z2—-7=0=>n=11lx+2y—7z+ 6 =0.

La expresion de la re¢tpor unas ecuaciones parameétricas es ;C/ z glfl-_:%//l1
El punto Q de intersecciéon de la rectzon el planor es: FmEra
x=—-4—-21
L= 2’:21;’1 S 11(—4—2)+2-(8431) =72+ 1) = —6;

n=1lx+2y—7z=-6

44— 1121+ 16+ 61— 14— 71 = —6; 124 = —36; 1= -3 = Q(-1,—1,—1).
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3B) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones siguientes:

_ x:1+t+4s_ _ x+4  y+5  z-1 _(Ax+3y =7
m=yy=1+s ’r1=5:6=0;r2=y+4Z:5'
z=3—3t—>5s

a) Calcula la ecuacion de la restgperpendicular al plano y que contiene el punto
de interseccioén de las rectayy r,.

b) ¢ Es cierto que el &ngulo entre las rectasr, es menor de 45°? Justificalo.

a)
6x —5y=1

La expresion de;, por dos planos secantes gs= {Z — 1

El punto de interseccion dgy r, es la solucion del sistema que forman:

6x —5y=1
: : =1

Las rectas; y r, determinan el S|stem43\x n 3; — 7 ("
y+4z=5

De las ecuaciones segunda y cugit&:4 =5 =y = 1.
6x—5=1;, 6x=6=>x=1. El punto de corte €3%(1,1,1).
Dos vectores directores desonu = (1,0,—-3) y v = (4,1, =5).

Un vector normal del plano es cualquiera que sea linealmente dependientes d
producto vectorial de sus vectores directores:

i j k
A=tUAD=|1 0 —3|=-12j+k+3i+5=>7=3-71).
4 1 -5

La rectas pedida tiene como vector directat & (3,—7,1) y contiene al punto
P(1,1,1). Su expresion, por ejemplo, dada por unas ecuaciones continuas es la s

guiente:
x-1 _y-1 z-1
3 -7 1

S

b)
El angulo dos rectas es el menor de los angulos que forman sus vectores dire
tores.

Un vector director de esv; = (5,6,0).



dx +3y =7
y+4z=>5
pendientes del producto vectorial de los vectores normales de los planos que lo dete
minan, que son; = (4,3,0) yn, = (0,1,4).

Un vector director de, = { es cualquiera que sea linealmente de-

—

Uy = = 12 4+ 4k — 16j = 12i — 16j + 4k = ¥, = (3,—4, 1).

S o =

S &~
_ W~

Sabiendo qu@ - v = |u| - |V] - cos a:

6 6 6
- |\/25+36-\/1+16 T V6117  V1.037

_ | (5,6,0)-(0,1,4)
V52+62-4/12+42

uv
cosa = | —
|-y

=% _=0,1863 = a = 79° 15' 43"
32,202

No es cierto que el angulo que formanr, y r, sea menor de 45°.
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Bloque 4.- Probabilidad.

4A) Tenemos una caja con bolas de madera y de plastico de distintos colores, pero ¢
el mismo tamafio y aspecto. Contamos con la siguiente informacién: el 38 % son bolz
azules y, de este color, la mitad son de madera; el 29 % son bolas rojas y, de este col
las tres cuartas partes son de madera y el 33 % son bolas verdes y, de este color,
tercios son de madera. Extraemos una bola de la caja. Responde a las siguientes f
guntas:

a) Construye el arbol de probabilidades.

b) Calcula la probabilidad de que, al sacar una bola al azar de la caja, esta sea de
dera.

c) Si la bola extraida de la caja es de plastico, ¢qué probabilidad hay de que sea
color rojo?

a)

S>p=029-3=0,2175
4

>p=029-X=0,0725
4

>p=033-2=0,2200
3

S>p=033-2=0,1100
3

b)
P=P(M)=PANM)+P(RNAM)+PWV NM)=

= P(A)-P(M/A) + P(R) -P(M/R) + P(V) - P(M/V) =

— 0,38 - % +0,29 -§+ 0,33 § — 10,1900 + 0,2175 + 0,2200 = 0,6275.

¢)
1
P(RNP1) _ P(R)-P(PI/R) _ 0297 10,0725

P =P(R/Pl) = P(PD) 1-P(M)  1-0,6275  0,3725

= 0,1946.
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4B) El numero de ventas diarias de periddicos en un quiosco se distribuye como ur
distribucién normal de media 30 periédicos y desviacion tipaDetermina:

a) La probabilidd de que en un dia se vendan entre 28 y 31 periddicos.

b) Justifica si es cierto que la probabilidad de vender mas de 32 peridédicos es men
que 0,1.

c) El duefio del quiosco considera que su puesto esta situado en una buena zona,
que sabe que hay mas de un 80 % de posibilidades de vender mas de 29 periodi
diarios. ¢ Esta en lo cierto? Justificalo.

Datos: u=30; o= V2.

X > N(w; o) = N(30,v2). Tipificando la variableZ = X\_/go.
a)

P=P(28<X <31) =P(28;°szs“;°) =pP(Zsz=<4)=
= P(-1,41<Z<071)=P(Z<071)—P(Z < —1,41) =
—P(Z<071)—[1-P(Z<141)]=P(Z<071)—1+P(Z <1,41) =
=0,7611-1+0,9207 = 1,6818 — 1 = 0,6818.

b)

P = P(X > 32) =P(Z>32;°) =P(Z>%) = P(Z > 1,41) =
=1-P(Z<141)=1-0,9207 =0,0793 < 0,1.

Cierto: la probabilidad es menor de 0,1.
c)

29-30

V2

P=P(X>29)=P(Z> )=P(Z>%)=P(Z>—O,71)=

=P(Z <0,71) =0,7611 < 0,8.

No estaen lo cierto: la probabilidad es menor del 80 %.
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