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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contestar de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas.
cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el tc
entre cuatro.

OPCION A

: . . , a -b
1°) Se considera el conjunto M de matrices de numeros reales de IaMowExg j
a
cona’+b® =1,
a ) Demostrar que tiene inversa y calcularla.

b ) Demostrar que si se multiplican dos matrices de M se obtiene otra matriz de M.

a)
a -b . : ,
b 3 =a"+b"=1#0 = M esinversible cqd.
b b ' T b
MT = a 0 Adj de MT = a ;; M‘lzwz a =M™
-b a -b a M | -b a
b)
: . X -y (P —q
Sean las matrices pertenecientes aAM, vy y B= q p)

—_ — — —_ — + |
A_B:(X yj_(p q}(w yd - xq ypj{xv ya —(yp Xq)DM
y y)\la p ypt Xq = Yo+ Xxp) | ypr xq  Xp-yq |

A- BO M, cqd.
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2°) Determinar los puntos de la curya=4x que estan a distancia minima del punto
P(4, 0).

La representacion grafica de la curva se expresa en el gréfico.

d=PQ=+(x- 4 +{Vax-of =

= X - 8x+16+4x=+/x* — 4x +16

. 2X—4 _ X=2
d'= -
2X2 - 4x+16 /X% - 4x+16
X—2
d=0=> =0 =
VX2 - 4x+16

= X—-2=0;; x=2

y, = a2 = Q2 2/2)

V= Ko x= 25y>= 4.2=8: y=+/8=2/2 =
y,=-2/2= Q,(2 - 2/2)

Justificacién de gque la distancia es minima:

1V - ar16-(x-2) - 2XT4 e —aere-  X72)

4= 22X —4x+16 _ VX2 - 4x+16 _
X —4x+16 X2 — 4x+16

X — ax+16- (X —4x+4) _ X - 4x+16- x* + 4x—4

T(X - &+ 19 VX ax+16 (X &+ 1 VX —4x116

12
= =d"
(% - &+ 1 /X - 4x+16
12 12412

=d"(2)>0= Minimg cqd.

d"(2)= = =
@ (2- 4.2 1p/2-4.2+16 1212 12
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= =(3- 4 2,-3 -2
3°) Comprobar que las rect%sf (x.y.2)=(3-40+a(2 -3 -2) se cortan en un

s=(x,y.,2)=(- 7.1 2+b(4, -1 0)
punto. Hallar la ecuacion general del plangue determinan.

Un punto y un vector director de r pueden €3, -4, 0) y u =(2, -3 -2).
Un punto y un vector director de s puedenB{er7, 1, 2) y v =(4, -1, 0).
Sea el vectow , cuyo origen eAr y cuyo extremo e8[s:

‘w= AB=B-A=(- 7,1 2-(3- 4 0=(-10 5 2)

Si los vectoresu, v y w son coplanarios indicara que las rectas estan en L
mismo plano; en caso contrario, se cruzan.

Tres vectores son coplanarios si el rango del determinante que forman es nulo

2 -3 -2
4 -1 0|=- 4 48 20 24= 44-44=0= Rangdu, v w)=2
-10 5 2

Las rectas r y s estdn en un mismo plano.

El planon que contiene a las rectas r y s puede determinarse como sigue:

Xx-3 y+4 z
n(A- u, V)z 2 -3 -2|=0;- 2 §y+ J+12-x-3)=0;;
4 -1 0

Y6 8- 32 2+ 6 0;- - §+ 1@0- 26= 0 ;; 7= x+ 4y—- 52+13=0
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1 1 .
. g - si x#0 - .
4°) Se considera la funciof(x)={ x senx definida en el siguiente interva-

0 si x=0

m . .
lo: {—E, E] Demostrar que es continua en el intervalo.

En el intervalo dado, el unico punto dudoso es para x = 0, ya que en el restc
puntos, la funcion es continua, por ello, estudiaremos la continuidad en el punto ind
do.

senx—X

. si xz0
La funcion se puede expresar de la fornigx) ={ x- senx :
0 g x=0
. ., senx—X ;. ..
Considerada la funciog(x) = =———=, su limite cuandx - 0 es el siguiente:
X- senx

lim - -
senx-x_0-0_0 _, (Aplicando la Re gla de L'Hopital) =
X-0 xsenx O0-0 O

lim cosx—1 lim cosx—1 1-1 0 , .
= = == = (L'Hopital) =
X -0 1-senx+x -cosx X - 0 senx+xcosx O0+0-1 O

lim — senx -0

= =
X >0 cos¥ 1-cos x xsenx 1+1-0

:929
2

Vamos ahora a estudiar la continuidad:

Para que sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcion en ese punto:

[im f(X) lim  lim senx—x:f(o)

= =0
X0 x50 x senx

La funcién es continua para x = 0.
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OPCION B

2x+ 3y—4z=0
1°) Hallar el valor de k de manera que el sisterraky+ 3z=0 } sea compatible inde-
3x— ky+2z2=0

terminado.

Por tratarse de un sistema homogéneo, para que sea compatible indetermina
condicion necesaria que el rango de la matriz de coeficientes sea menor que el na
de incognitas, o sea, menor que 3, con lo cual su determinante ha de ser cero.

2 3 -4
La matriz de coeficientes @ =| 1 -k 3 |. Tiene que serM | =0:
3 -k 2

2 3 -4
1 -k 3|= 0;- K+ K+ 27 1R+ &-6=0;;, 21=6k ;; 7=2k ;; k=
3 -k 2

N~
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2°) Demostrar que el polinomig’+x°+ x°+x*+ x>+ x* + x =1 tiene una Unica raiz
positiva.

Considerando la funcion{ = X+ ¥+ ¥+ x*+ xX* + x* + x—1. Por tratarse de
una funcioén polindmica en continua y derivable en todo su dominio, que es R.

Teniendo en cuenta qug{J=-1y f(1)=6, segln el Teorema de Bolzano, en
el intervalo (0, 1) la funcidn f(x) tiene, al menos, unaraiz x =a, siendo0<a<ly
que f(a) = 0.

Vamos a demostrar ahora, como se nos pide, que la raiz es Unica.

Si la funcidn tuviera al menos otra raiz real positiva x = b, indicaria que f(b) =
con lo cual se podria aplicar a la funcion f(x) el Teorema de Rolle, teniendo en cuent
expresado en el primer parrafo.

Siendo b > a, tendria que existir un valor positivo c, tal que a < c < b, para el c
se anularia la derivada de la funcién, es defifc) = 0, y esto, como vamos a demos-

trar a continuacion es imposible:

f{)= 7%+ 6X+ 5¢ + 4 + 3 +2x+1 y siendo ¢ > 0 esf(d#0, OcOR {c>0},

lo cual contradice el Teorema de Rolle y, en consecuencia, demuestra que el polinc
dado tiene una sola raiz positiva, como queriamos demostrar.
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3°) Hallar el area de la region limitada por las curyase’, y=e™ y larecta x = 1.

La representacion gréafica de la situacion se expresa en la gréfica.

‘ \/A

p—

>aj'

o |1

1 1 1 1 0
:sj(xe g - x| e dx| € - de[ & de[e* dx=A+B (¥
0 0 0 1

0

AJl' e de[éfi=é-&=e-1=A

S -x=t | x=0-1t=0 0 4 B
B=|e*.dx> = B=- é dt= é dt= et —
CEREE P I B ET PR
=e'-¢° :E—lz—l_e:B

e e

_ _ _ _1)\2
Sustituyendo en (*):S=e-1+2-C = €-etl-e_[e-)
e
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4°) Hallar la ecuacion vectorial de la recta t que es perpendicular simultaneamente |
_._y-1 z+1 _ 4
rectasrex=——=—— y sS=Ex+l=y=—.
2 2 2

La situacion del problema se refleja en el grafico anterior.

El procedimiento para hallar la ecuacion de la recta t es el siguiente:

1.- Determinamos los puntesCr y BOs: A(0, 1, -1)y B(-1, 0, 0).

2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas: (1, 2, 2) y v, =(1, 1, 2).

3.- Obtenemos un vectow , perpendicular ay, y V. :

= 4+ 2j+k-k-2-2j=2i-k = w=(2 0, -1)

N —
N ONOX

w=v Ov, =1
1

4.- Determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:

x y-1 z+1
mla v, W)= 2 2 |= 052 dy-9-dzeda(y-1=0;
2 0 -1

- %+ $- 5 4- & 0,;- X+ Y- 4&-0;;,m = 2x-5y+4z+9=0




Xx+t1 'y z
m(B v, W)=l 1 1 2[=0;-(x+t)+4y-2z+y=0;
2 0 -1

- X— % 5-2Z=0;;7m,=x-5y+22+1=0

La recta pedida, t, es la que determinan los planog 7, en su interseccion:

t

2X— 5y+4z+9=0
X—b5y+2z+1=0
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