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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Cada ct
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el total entre 4.

OPCION A

1°) A cada matriz reaA:(Z1

donde| A| indica el determinante de A. Se dice que P(x) es el polinomio caracterist
de la matriz A. Se pide:

SJ se le asocia el polinomidf ¥ = ¥ —(a+ d)x+| A|,

a ) Hallar una matriz que tenga como polinomio caracterigfap= x* + x+1. ¢,Cuan-
tas matrices hay con este mismo polinomio caracteristico?

b ) Si A tiene inversa, demuestra que el polinomio caracteristico de la matriz inverse
A, A, es P(x) = x? _ard, 1
(Al A

a)
Siendo el polinomio caracteristico que nos han dgod= x* + x+1, en la matriz

ab : . a+td=-1 a+d=-1
c d se tiene que cumplir que:

A 0 :
|A|=1 ad -bc=1

Como quiera que resulta un sistema de dos ecuaciones con cuatro incognite
compatible indeterminado, por lo tanto tiene infinitas soluciones.

Existen infinitas matrices gue cumplen la condicion pedida.

. . a=0-d=-1 0 1
Un ejemplo sencillo es para los valores: = A=
b=1-c=-1 -1 -1
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b)

Si A tiene inversa, demuestra que el polinomio caracteristico de la matriz inversa de

Al es P(x) = x _ard 1

AL ]A

Teniendo en cuenta que la inversa de la matriz Aes -(Adj. AT) y que

| Al
siendoA=| 2 b esaT =2 C y(Adj.AT): d -c esAt= L. d -c)_
c d b d b a (Al (-b d
d -c
= AL [A] cuyo moédulo es:
—b ay '
[Al A

1

Al

Aplicando el concepto de polinomio caracteristico de una matriz, resulta que
polinomio caracteristico dePes:

1
J A==,

-(ad-bc) = A

‘ _1‘: d . a_—c_—b: 1
[AlLTAL AL [AL A
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2°) Calcula la ecuacion de la recta s que pasa por el punto P(2, -1, 1) y corta perpen

larmente a la recta= %3 _y*l_z

1 2

El haz de planos perpendiculares a la recta tiene como vector normal al ve
director de la rectar, =(3, 1, 2).

La expresion implicita del haz de planosoes3x+y+2z+D =0 y de éstos in-
finitos planos, el plana que contiene al punto P, es el que satisface su ecuacion:

a=3x+y+2z+D =0

= 32 2-HD=0;;6-1+2+D=0;;D=-7 =
P(2 -1 1) 3

= m=E3X+ty+22-7=0

Para determinar el punto Q, interseccion del plaramn la recta r, expresamos la

x=3+31
. Lo Xx-3 _y+l z _ _
recta en forma de ecuaciones parametrur:asT = S = r=iy=-1+A4.
z=2/
m=3x+ y+22-7=0
Xx=3+31
= 83 A)+(-1+ )+ {2AN)-7=0;;
r=sqy=-1+A1
z=2A
_5_3_39
14 14
A-HFA+4-7=0;, 14 =-1;; A:—i = y:—l—i:—l—5 =
14 14 14
2
z2=——
14

(39 15 2j
> Q= -2 -2
14’ 14’ 14

La recta s pedida es la que pasa por los puntos P y Q. Su vector d'_vgécEer
cualquiera que sea linealmente dependiente del v@&tpsiendo:

L 39 15 2 39 15 2
P=P-Q=(2-11)-| >, -2, - £ |=[2-2, -1+, 1+ 5 |=
° Q=(2-11 (14 14 14) ( 14 14 14]

11 1 16 E
=|-==, =, 2| = v, =(-11116
(14 14 14j 11119



La recta pedida expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es:

Xx-2 y+1 z-1
-11 1 16

S
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(x+1)2 . .
Determina los extremos relativos y los puntos

X .

3°) Se considera la funcion=

de inflexion. Haz una gréafica aproximada de la funcion.

_ Ex+1-e-(x+2° ¢ _ (x+1(2-x-1) _ 1+ x)@-x) _1-x* _ y(x)

X

e e e e

y(x)

1- )(2)-eX _=2x-1+x* X -2x-1
er ex ex

=y'(x)

<
|
|
N
<
@,
|

“(1) = 271 724 = Maximo= y(1) = = Méax = P(l 251'47j

2
e e e

y(=1) = 1+ei_1 >0 = Minimo = y(-1)=

Para que existan puntos de inflexion es condicion necesarig '¢xe= 0, pero
no es condicién suficiente, tiene que g&(x) # 0.

y'(¥=0= x¥*-2x%-1=0 ;;

X, =1++/2

. 2£/4+4 _ 228 _ 21;&211\/5:

2 2
X, =1-4/2

(2% 2 e-(¥-2x-1 - _ X-2-x+X+1_-x+4ax-1_ ,,
e2x - ex - ex _y (X)

y(x) =

Teniendo en cuenta que las raices 0@+ 4 - 1= 0 son 2++/3:

y(#v3z 0= P1. = y(1+\/§):(3;/1+_¢2; f Di]ﬁg: 104=> P | — M (241 104)

y (V2% 0= P.1.= y1-v2)= (2;({2)2 Dgggz 051= P .l - N(- 041 05])




Con los datos anteriores y teniendo en cuenta que se trata de una funcion con
cuyo dominio es Ry que:

im  lim (x+1)? S lim  2(x+1) e
X400 XL 4o & (L'Hopital) = ‘v g (L'Hopital) =
im 2 2 2
= —=—=—=0
X > +00 é( eoo 00
lim y= lim (X+1)2:(—00)2:+oo:00.e00:+00
X —» —0o X — 400 & e i
eOO

La funcion tiene como asintota horizontal el eje de abscisas en su parte positiv

La representacion grafica es, aproximadamente, la que sigue:

‘ A\/

f(x)

U

=

N
>

»
|

17Q O 1 2 Asintota horizont: x
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4°) Se consideran las curvag= X -1 e y=+/x+1. Halla la ecuacion de la recta tan-
gente a la primera curva en el punto de corte con la otra, de abscisa positiva.

El punto de corte se obtiene igualando las ecuaciones de las dos curvas:

y=x>-1
X— EV # 1 8= 2%+ k=1 X=-2¢-x=0:; A -X-1=0
y:1/)(+:|}:> X( )

= x = 0;;x*- X~ 1= 0= Resolviendo por Ruffini:

1 0 -2 -1
-1 -1 1 1

1 -1 -1 0
-1 -1 2

1 -2 # 0

Las unicas soluciones reales son para x =0y x = -1; como nos indica el enun
do “de abscisa positiva”, la solucién es x = 0 y el punto de tangencia es el siguiente:

y=x-1= y(0=-1= P(0, -1).

La pendiente a una curva en un punto es el valor de la derivada de la funcior
ese punto:

y=X-1= y=2x= m=y'(0)=0=m.

Por ser la pendiente 0, se trata de una recta horizontal cuya ecuacion es de Iz
ma y = k. Como el punto de tangencia es P(0, -1), la tangente pedida es la recta

y=-1
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OPCION B

x+ ky+2z=1
1°) Discute el sistemax+(2k-1y+3z=1 y resuélvelo en el caso de k = 1.
x ky+(k+3z=2k -1

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 Kk 2 1 Kk 2 1
M=1 %-1 3 |yM'=|1 %-1 3 1
1 Kk k+3 1 k k+3 2k-1

El rango de M en funcion del parametro k es el siguiente:

1k 2
IM|=]1 &-1 3 |=( 2 {k+ B+ K+ K- 42k-1)-3k-k(k+3) =0 ;;
1 k k+3

X+ B k- F k- &+ 2K-X=0;;k*-1=0=> k =1;; k,=-1

k#1
Para { } = RangoM= RangoM '= 3= n° incognitas= CompatibleDeterminado

1121
Parak=1= M'=|1 1 31| = RangoM'=2
1141

Para k =1 = RangoM= RangoM '= 2< n° incOgnitas= Compatible Indeterminado

1-121
Parak=-1= M'=|1 -3 3 1 |= RangoM'= {C, C,, C,} =
1 -1 3-3
1 -1 1
= (1 -3 1|=9 + 1 3+1-3=8#0 = RangoM'=3
1 -1 -3

Para k = -1 = RangoM# RangoM '= Incompatile




Resolvemos en el caso de k = 1, en cuyo caso el sistema es compatible dete
X+ y+2z=1
nado; el sistema resultax+ y+3z=1.
X+ y+4z=1

Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la dltima, y parametrizando
de las incognitas, por ejemplo= A, resulta:

A+y+2z=1 y+2z=1-A| —-y-2z=-1+A1
= z=0;;,y=1-4
A+y+3z=1] y+3z=1-A y+3z=1-4

X=A
Solucion: <y=1-1, OAOR
z=0
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2°) Calcula los puntos de la recrtas%2 = _yl :g gue estan a una unidad de distancia

del planon=x+y+2=0.

Este ejercicio se puede resolver de diversas formas; una de ellas es la siguient

X=-2+31
La expresion de la recta r por paramétricas 8y = -A
z=2A

Los puntos de la recta r tienen por expresion genefal2+ 34, - A, 24).

La distancia de un punt®(x, V,, z,) a un planoAx+By+Cz+D =0 viene

Ax+ By +Cz +D
dada por la formulai(r, PO):| il Bl |
V A?+B? +C?

Aplicando la formula anterior al caso que nos ocupa, resulta:

[ (=2+32)+(-2)+(21)]

d(z, P) _1 - |“2+3}|_/]+2/]|_1.. 4-2]
M-2=43 ., A1:2+4*@

|44 -2|=43 =
_44-}-2:\/'\_3, N AZ:Z_T\/:_S

Sustituyendo los valores obtenidos en el punto genérico, se obtienen los pul
gue cumplen la condicion pedida:

X=—-2+3- 2+\/§:_8+6+3\/§:3\/§_2
4 4 4
_2+4/3 _ 2+43
A= = Jy=- =
4 4
s 2++/3 _2+4/3
4 2

[3/3—2 2+4/3 2+«/3J
= B , = ,
4 4 2




= P{

X=-2+3-

2-43 _-8+6-3/3 _ 3/3+2

4 4
2-43
4
z=2 2_\@ = 2_\/5
4 2

_3/3+2  2-43 2-43

o)
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2 —
3°) La rectay = 2x -1 es una asintotas oblicua de la funciidm) = x -1

. Halla el va-
X+ Kk

lor de k y, si existen, los extremos locales de la funcion.

La asintota oblicua de una funcién es una expresion de la fpema + n, don-

de los valores de m y n som:= fim  (x) y n= fim [ f(X)-mX.
X -0 X 00

—

Teniendo en cuenta lo anterior y siendom =2y n = -1, seria:

2x° -1
lim lim w4k _ lim -
M= f(x) _ Xx+k _ i S (comoera previsible

_lim {sz—l }_ lim 2 -1-2x -2kx _ lim —2kx-1
n= -2X|= =

=-2k=-1>=>
X+ Kk

X — 00 X+ K X - 00 X+k

2 _ 2 _
Para que existan extremos relativos de la fundife) = X -l &2

wel 2+l
2

€S con-

dicién necesaria que se anule la primera derivada:

f'(X): & (2(+ :D_(4(2_]) '2: 16XZ+8X_8X2+2: 8X2+8x+2: 2(4X2+X+1)
(2x+1)? (2x+1)? (2x+1) (2 1)

2(4x2 +x+ l)
(2x+1)?

f'(x)=0= xOR

=0;; X +x+1=0 ;; x=_v1716 81_16 =

La funcién dada no tiene extremos relativos
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4°) Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demuestra que las qurveas x e
y=+/Xx se cortan en un Gnico punto.

Considerando la funciérf(x) = cos x—+/x, que es continua derivable en su do-
minio, que e40, +), por lo cual le son aplicables los teoremas de Bolzano y Rolle
cualquier intervalo cerrado perteneciente al dominio de la funcion.

Considerando el interva{co, 37”} se observa que:

f( )): cos0-+/ 0= 1- 0=1>0

3T
= [cd|0, — |, flc)=0
f (32 co— 1/3”:—1 1/37T<O { 2} )

Lo anterior demuestra que $(c) = cosc—+/c = 0= cosc=+/c, 0 sea, que existe

3 .
un valor reaIcD{O, 7} donde se cortan las curvas dadas, como se nos pedia.

Vamos a demostrar ahora, como también se nos pide, que el punto de cort
anico.

Si la funcion f(x) tuviera al menos otra raiz real x = b, indicaria que f(b) = 0, cc
lo cual se podria aplicar a la funcién f(x) el Teorema de Rolle, que dice que “si f(x)
una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si se cumple c
f(a)= f(b), existe al menos un puntil(a, b) tal que f'(c) = 0

1'(>):—senx—i = f(c)= 0= 2/ c senc+1=0, cOR, lo cual contradice el

2%

Teorema de Rolle y, en consecuencia, demuestra que la funcién f(x) tiene una sola
y, en consecuencia, el punto de corte de las curvas dadas es unico, c. q. d.
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