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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se valorara la correccion y la claridad en el lenguaje (mateméatico o no matematico)
pleado por el alumno. Penalizan los errores de calculo. Los errores graves, y espe
mente, aquellos que lleven a resultados incoherentes o absurdos, seran penalizadc
la aplicacion del 50 % sobre la calificacién en cuestion. Se valoraran todas las pe
gue sean correctas, aunque el resultado final no lo sea.

Contesta de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Cada ct
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el total entre 4.

OPCION A

1°) Determina todas las matrices de la forma(;( gj que conmuten (X - A=A - X)

. 1 2
con la matrizA= )
3 4

X . A= Xy 1 2) (x+3y 2x+4y)| (x+3y 2x+4y
\z 0) (34 | zt0 2z+0) | z 27

=
Ax_12 X y) ( x+2z y+0) ( x+2z vy
(3 4 z 0) | 3x+4z 3y+0 T 3x+ 4z 3y
x+ 3y= x+2z
3y=2z Z=-X
X+ 3y 2x+4y X+2z 'y Z=3X+4z -
= 2z - 3x+4z 3y = 2x+4y=y = xEme = y= 2x
z = =_<
2x=-3y 3
2z=3y
, X —2x
Las matrices X son de la forma= 0 , OxOR
- X
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2°) Determina el punto A del plano=2x- y+z=0 mas proximo al punto P(1, 1, 1).

El haz de rectas paralelas y perpendiculares al plaagx- y+z=0 tienen como
vector director al vector normal del plang que esn =(2, -1, 1).

x=1+2A
De las infinitas rectas del haz anterior, la que pasa por Pigs=1-1 .
z=1+ 4

La solucién es el punto Q de interseccion del plarmon la recta r es:

m=E2x-y+z=0

N
11

I
|

x=1+24
r= y_l p = (23: 2)‘(1‘/‘)4‘(]1‘/‘):0”2.|_44_1+A+1+/1:0”6/1+2:O”
z=1+/
le—gzl
3 3
N+1=0 : A=-1 = ly=1+41=21 o Q(}’ 4 gj
3 3 3 3' 3" 3
1_2 \ )
3 3
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X

o . =z _ H .
3°) Se considera la funciér(x)= el Se pide:
lim lim
a ) Calcular f(x f(x).
) Ty )
b ) Calcular los extremos relativos.
¢ ) Hacer un dibujo de la funcién.
a)
1 1
lim lim lim 2 lim - o
f(x)= X =2 o Indet = X - =—%®_=
X — +0o X - +o0o X2 +1 o X > +00 X2 +1 X o 4o 1
1+ = 1+~
x? X o0
:i: 0
1+0 =
1
lim lim - lim N lim - o
f(x)= 2X =% = Indet = X = T °‘1 =
X — —00 X > —00 X“+]1 oo X > —00 X°+1 X_>—ool+7 1+~
NG x? 0
:__O: O
1+0 —
b)

Para estudiar los extremos relativos, derivamos:

3 v, 2 _au2 2 _u2
f,(X:l(x2+]) X 2X _ X +1-2x* _ -x*+1_ 1-X - ()

bevaf Gesaf berdf ()

Para que una funcion tengo un maximo o un minimo relativo es condicién ne
saria que se anule la primera derivada:

o) — 1-x* _ .. 2 _ _ .. _
f'(x)=0 > —===0;;1-x*=0 = x, =-1;; x, =1.
b +1)

Para diferenciar los maximos de los minimos recurrimos a la segunda derivad:
es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata de un maximo
caso contrario de un minimo:

fr(x)= "% b+ X () -2:(¢+9 - 2x_ - 2x (¢ + - 4x1-x?)
(X2 + 1)4 (x2 + 1)3




_ =2 = 2x—4x+4x* _ -2 +4X" —6X _ - 2><(x2 - 2x+3) - £(x)
e +1) e +1) b+

2
f (—1):_ 2 i[(_]) - 2'(_1)+3|= 2-(1+ 2+3):1—2>0 = Minimo para x=-1
=R e
-1 -1 1 - . 1
f(—l):(_l)2 +1:1+1:_§ = Minimo relativo: P(—l _Ej

fr@)= - 2'1('1(2f+_1)32'1+3): — 2('1(_1;1)f+3)=_?4<0 = Maximo para x=1

1 1 1 . . 1
f(l)= =— == = Maéaximo relativo: =
( ) ?+1 1+1 2 Q(:L 2)

Observacion: EI maximo relativo se podia haber obtenido teniendo en cuenta qu
funcién es simétrica con respecto al origen por cumplir que f(x) = - f(-x).

c)

Teniendo en cuenta que el eje X es asintota de la funcién, segun se demuest
el apartado a ), la represtacion grafica, aproximada, es la que aparece en el grafic
junto.

\(Jk

f(x

b
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4°) a ) Se considera la curwae e, k>0. Escribe la ecuacion de la funcion A(k) que
nos da el area de la region limitada por esta curvaylasrectasy=0,x =0y x = 1.

b ) Hacer un dibujo de la situacion.

lim
c) Calculak 0 Ak).

—

a)
La curvay=¢€“ tiene todas sus ordenadas positivas, por lo cual, el area en func
de k viene expresada por la siguiente integral definida:

1 kx=t | x=1-t=k SR R N AN TR | 0
/(k):J;ek cdx = dx=%'dt ot = {e .E.dtzi.[e]ozi.(ek_e):

Teniendo en cuenta que se trata de una funcion exponencial de base positiv
. . : lim :
mondétona creciente y su recorrido(es+ ) y, por ser e* =0, siendo k > 0, el
X

- —00
eje de abscisas es asintota horizontal de la curva. Corta al eje de ordenadas en el
A(0, 1).

La representacion grafica de la situacion es la de la figura:

v! /
/

f(x) = e'<7

/




lim lim e“-1 e°-1 1-1 0
)= St

= = =
k-0 k-0 k 0 0 0
lim & e _1_,

k-01 1 1 =
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OPCION B
1°) Demuestra, para matrices de dimension 2 x 2, que “el determinante de un prod

de matrices es el determinante del producto de las matrices”. ¢ Es cierto que “el dete
nante de una suma de matrices es la suma de los determinantes de las matrices”?

y
Y

AX_ab X y\)_ ( ax bz ay+bp
c d/ lz p o dz cy+dp)

El determinante del producto es el siguiente:

Sean las matric:es:(il gj y X :()Z( j Su producto es:

AX|-

ax- bz ay+bp| _ \
cxt dz Cy+dp‘_( aix 6% cy d))—(ayq- b[)(CX+dz)_

= + acxy+adpx+bcyz bdpz acxy adyz bepx bdpz adpx bcyz adyz bcpx=| A- X|

Los valores de los determinantes de las matrices son:

Xy

A= Y

i b‘:ad—bc:|A| NE
c df ————

‘: Xp- yz=| X |

El producto de los determinantes es el siguiente:

| |P‘ |=)< ad )(bCXp ))’Z adpx adyz bcpx-bcyz=|A|.|x|

| A B| A| X comosepedia demostrar

Veamos si se cumple qlie+ X|=| Al +| X |:
A+X:(a b]j{x yj:(a+x b+yJ
c d zZp ctz d+p

—“X“ﬂ4awﬂmmem

= ad ap dx px be bz cy- yz=| A+ X|




ab

A+ x[= 20

= ad- ber px- yz=| Al +| X|

‘ '

Xy
z p

| A B#| M| X comoseha demostrado
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2°) Determina un punto de la recta(x, y, x)=(0, 1,- 3+(1, 2, 3)t mas préximo al
punto P(1, 1, 1).

El haz de planos perpendiculares a la reetéx, y, x)=(0, 1, - 3+(1, 2 3)t tie-
nen como vector normal al vector director de r que e$1, 2, 3).

El haz de planos tiene por ecuacion geneeak+ 2y+3z+D =0.

De 10s infinitas planos del haz anterior, el que contiene al punto P(1, 1, 1) tie
gue satisfacer su ecuacion:

a=x+2y+3z+D=0
P(1 1 1)

}:: ¥ 2.1+ 3:1+D=0;; D=-6 = m= x+ 2y+ &-6=0.

La solucion es el punto Q de corte de la rectar y el ptamue es el siguiente:

x=t
La expresion de r por unas ecuaciones parameétrigas gs=1+ 2t .
z=-1+3
T= X+ 2y+ 3Z-6=0
x=t
rsqy=1+2t
z=-1+3

= t+ (22 9+ B *+ 8- 60 ;;t+ 2+ 4-3+3-6=0 ;;

14-7=0;; 2-1=0;; t=
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3°) Se considera la funciéf(x) =

x? ——
1 Se pide:

a)Caleular ™ f(x): "™ oty M ().

X1 X — —00 X — 400
b ) Calcular los extremos relativos.

¢ ) Hacer un dibujo de la funcién.

a)
lim x? (1‘)2 1
) x-1 x-1 1 -1 00 — ) )
Iim f(x):> - [im () Iim f(x):>
X1 . X -1 X -1
lim x> {1 _1_+
x-1" x-1 1'-1 0" —
La funcién carece de limite para x = 1.
X2
lim lim 2 [im W2 [im
f(x)= X =2 = Indet = X = ! .
NG X X2
1 1 1
= = = - = +OO
1_1 0+0 0 —
o0 o0
X2
lim lim 2 lim 2 [im
f(x)= X =2 = Indet = X = L.
X — +oo X - 400 X—1 o X - +0 X—1 X_>+oo}_i
NG X X2
1 1 1
= = = — = +OO
1_1 0+0 0 —
o0 o0
b)

Para estudiar los maximos y minimos relativos calculamos sus derivadas prin
y segunda:

£(x)= 2C(x=9-x*-1_ 2% -2x-x* _ %" -2x _ x(x-2) _ (4

(x-1)° (k-2 (17 (-1

po) =20 (el —lx= 2 2 (k=91 (2 3 (x=9-2dx-2)

(x-1)* (x-1)° i




(-2 -

_ 2% — 2x— 2X+ 2— 2x% + 4x _ 2 (x)

Para que existan maximos o minimos relativos es condicidn necesaria que se
le la primera derivada:

f'(X):O:)(()EX__l)ZZ):0;;X(X—2):0;;X1:0;;X2:2
f”(o):(Ozl)S:—_ -2< 0= Méax. ;; 1(00)=0 = Max.-0(0, 0)

2 2 2’
f(2)= =2=2>0= Min. ;; f(2)= =4 Min. - P(2, 4
@)= o =1 =27 0= Min i 1= 7 =4 = Min. P2 9

Con objeto de facilitar el dibujo de la funcién, vamos a determinar sus asintot
gue son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcion cuando x tiende a valer infi
to; son de la forma y = k.

Del primer apartado sabemos q)tge“m f(x)= fim f(x)=+w, de donde se

deduce que la funcion no tiene asintotas horizontales.

Verticales: son los valores de x que anulan el denominaddr=0 = x=1

Oblicuas: Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario q
grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador; coms
nuestro caso ocurre eso, tiene asintotas oblicuas.

2

X
lim f(x [im _ lim NG
m= —(): X=-1 1: > =1=m
X -5 00 X X - 00 X X - 00 X" =X
lim lim NG im x> -x%>+x [im X
n= [ f(X)—mx| = ———x|= == "= 2 =1=n
X - X > ool X=1 X —» X-=1 X > 0o X-=1

Asintota oblicua = y=x+1

Con los datos anteriores, la representacion grafica de la funcidén es, aproxime
mente, la siguiente:
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4°) Dibuja la region limitada por las curas y = sen X, y = C0S X, y las rectas x= 0.y
Calculad el area del recinto.

Las graficas de las funciones seno y coseno se diferencian en que tienen un d

se deg (90°). (La palabra coseno se deriva de complemento del seno)

Se trata de dos funciones continuas cuyo dominio es R y el recorrido de amba
[-1, 1]; el periodo de ambas ).

Teniendo en cuenta que el coseno de un angulo es igual al seno del angulo co
plementario, las gréaficas de las funciones seno y coseno son las que se indican a co
nuacion, expresadas en el intervalo de un giro.

| |~
3n/2 -1

Yy =COSX ~ X=T

Como puede observarse, en el intervalo comprendido por las dos rectas vertic:
7l
x=0 vy X= las ordenadas de la curva y = cos x son mayores que las de y = cos x
el intervalo comprendido entre las rectas verticale% y x=71 SOn mayores las orde-
nadas de y = sen x que las de y = cos X, por lo cual el area pedida es la siguiente:

T Vi

(cos -x sedx dx[( senxcos k- dw[senx+cosx|q +[-cos xsenx|; =
y 4
4

= Kseng + coslsz —(sen o+ coso)} + {(— COS 77— senx) — (— cosl—: - sengﬂ =

ot n iy

T T T T
= senz + COSZ —sen @ cosO-cosm—senx+ COSZ +sen—=

:—+——0—1—(—1)—0+Q+Q:£—1+1:2J§ =S
2 2 2 2 2 —_—

*kkkkkkkkk





