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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Conteste de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se valorarán la 
corrección y la claridad en el lenguaje (matemático y no matemático) empleado por el 
alumno. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Determine la ecuación en forma continua de la recta r que pasa por el punto 

( )1,1,1P  y es paralela a la recta r1 de ecuaciones implícitas: 




=−−
=+−+−

≡
032

0123
1 zyx

zyx
r . 

Expresar la recta r de forma vectorial, por unas ecuaciones paramétricas y por unas 
ecuaciones implícitas. 

---------- 
 

El vector director de la recta r1 es cualquier vector que sea linealmente dependien-
te del vector resultante del producto vectorial de los dos vectores normales de los planos 
que la determinan, que son ( )1,1,31 −−=n  y ( )3,2,12 −−=n : 
 

     ( )5,10,551059263

321

113' 21 −−=+−−=−−−+−−=
−−
−−=∧= kjijikkji

kji

nnu . 

 
 Un vector director de r1 es ( )1,2,1 −=u . 
 
 La recta r expresada de las formas que se pide es: 
 

Forma vectorial:   
( ) ( ) ( )1,2,11,1,1,, −+=≡ λzyxr  

 
Por unas ecuaciones paramétricas: 









−=
+=
+=

≡
λ

λ
λ

1

21

1

z

y

x

r  
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 Por unas ecuaciones implícitas: 




−=+−
−=−

≡
−
−=−=−≡

11

122
;;

1

1

2

1

1

1

zx

yx
r

zyx
r . 

 





=−+
=−−

≡
02

012

zx

yx
r  
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2º) Calcule los valores reales de m para los cuales la matriz 
















=
12

20

01

2
3

m

m

A  no tenga 

inversa. Si m = 2 calcule, si es posible, la inversa de la matriz A y resuelva el sistema de 

ecuaciones 
















=
















−
















0

0

0

3

2

1

·

z

y

x

A . 

---------- 
 
 Una matriz carece de inversa cuando su determinante es cero. 
 

 =−±==+−=−+==
2

12164
;;034;;043

12

20

01
22

2
3

mmmmmm

m

A  

 

3;;112
2

24

2

44
21 ==⇒±=±=±= mm . 

 
La matriz A no tiene inversa para los valores m = 1 y m = 3. 

 
 

 Para m = 2 la matriz A es 
















=
12

220

012

2
3

A  y su inversa la hallamos a continuación. 

 138432·42;;

120

221

02
2

2
3

−=+−=+−=
















= AAT . 

 

















−
−−

−
=⇒

















−−
−

−−
=

























−

−−

−

= −

43

423

212

43

423

212

21

02

21

2

22

0
20

02

10

2

12

0
20

21

10

21

12

22

2
5

1

2
5

2
3

2
3

2
3

2
3

AAAdj t . 

 
Resolvemos la ecuación: 
 

















=
































=
















−
















3

2

1

·;;

0

0

0

3

2

1

·

z

y

x

A

z

y

x

A .  

 
Multiplicando por la izquierda por A-1: 
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⇒
















=
































=
































=















−−−−

3

2

1

·;;

3

2

1

··;;
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2

1

··· 1111 A

z

y

x

A

z

y

x
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z

y
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4;;5;;2

4

5

2
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3

2

1

·
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
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






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
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−
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−
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



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




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z

y

x
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3º) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los máximos y mínimos, 
los puntos de inflexión y los intervalos de concavidad y convexidad de la siguiente fun-
ción: ( ) ( ) ( )13 4 −−= xxxf . 

---------- 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando lo es su primera derivada: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) =−+−−=−+−−=−+−−= 344331431·3134' 3343 xxxxxxxxxxf  
 

( ) ( ) ( )xfxx '753 3 =−−= . 

  
 ( ) ( ) ( ) 3;;;;7530' 25

73 ==−−⇒= xxxxxf . 

 
 Por ser f(x) polinómica es continua en su dominio, que es R, por lo cual los valo-
res que anulan su derivada dividen el dominio en tres intervalos alternativos de creci-
miento y decrecimiento. Para diferenciarlos estudiamos un valor sencillo de uno los in-
tervalos, por ejemplo, para x = 0, que es ( ) ( ) ( ) 070300' 3 >−−=f . 
 
 Teniendo en cuenta lo anterior los intervalos de crecimiento y decrecimiento son: 
  

( ) ( ) ( ) CrecientexfxPara ⇒>⇒∞+∪∞−∈ 0',3, 5
7  

 
( ) ( ) eDecrecientxfxPara ⇒<⇒∈ 0'3,5

7  

 
 Una función tiene un extremo relativo (máximo o mínimo) para los valores que 
anulan la primera derivada; para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la 
segunda derivada: según que sea negativa o positiva para los valores que anulan la pri-
mera, se tratará de un máximo o de un mínimo, respectivamente. 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] =−+−−=−+−−= 3575335·37533'' 232 xxxxxxxf  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxxxxxxx ''95343620315521153 222 =−−=−−=−+−−= . 

 
 ( ) ( ) ( ) 5

7
5
72

5
7

5
7 09·534'' =⇒<−−= xparaMáximof . 

 

 ( ) 







⇒=















−=






 −






 −=
5

13

5

1344

5
7

5

2
,

5

7
:

5

2

5

2

5

8
1

5

7
3

5

7
ArelativoMáximof . 

 
 ( ) ( ) ( ) ⇒=−−= 09·53343'' 5

72f No hay ni máximo ni mínimo relativo para x = 3. 
 
 Para que una función tenga un punto de inflexión es necesario que se anule la se-
gunda derivada en ese punto; esta condición, que es necesaria, no es suficiente: es nece-
sario que no se anule la tercera derivada para los valores que anulan la segunda. 
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( ) ( ) ( ) 3;;095340'' 25

92 ==⇒=−−⇒= xxxxxf  

 
( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] =−+−−=−+−−= 5·3952345·395324''' 2 xxxxxxxf  

 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )xfxxxxxxx '''115312331534155181034 =−−=−−=−+−−= . 

 
 ( ) ( )( ) 5

9
5
9

5
9

5
9 inf011·5312''' =⇒≠−−= xparalexióndePuntof . 

 

( ) 







⇒=















−=






 −






 −=
5

45

5

4544

5
9

5

3·2
,

5

9
:inf

5

3·2

5

4

5

6
1

5

9
3

5

9
BlexiónPuntof , 

 
 ( ) ( )( ) 3inf0113·533123''' =⇒=−−= xparalexióndePuntohayNof . 

 
 Una función es cóncava ( )∩  o convexa ( )∪  en un intervalo cuando su segunda 
derivada es negativa o positiva, respectivamente. 
 
 Por ser f(x) polinómica es continua en su dominio, que es R, por lo cual los valo-
res que anulan su segunda derivada ( )325

9
1 == xyx  dividen el dominio en tres interva-

los alternativos de concavidad y convexidad. Para diferenciarlos estudiamos un valor 
sencillo de uno los intervalos, por ejemplo, para x = 0, que es ( ) ( ) ( ) 0903040' 2 <−−=f . 
 
 Teniendo en cuenta lo anterior los intervalos de concavidad y convexidad son: 
  

( ) ( ) ( ) ( )∩⇒<⇒∞+∪∞−∈ ConcavidadxfxPara 0'',3, 5
9  

 
( ) ( ) ( )∪⇒>⇒∈ ConvexidadxfxPara 0''3,5

9  
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4º) Haga un dibujo del recinto limitado por las parábolas xxy 62 −=  e 22 xxy −= . Cal-
cule el área de ese recinto.  

---------- 
 

 Los puntos de corte de cada parábola con 
los ejes son los siguientes: 
 

( ) ⇒=−⇒=−= 06062 xxxxy  
 

( )
( )





→=

→=
⇒

0,66

0,00

2

1

Ax

Ox
. 

 
( ) ⇒=−⇒=−= 0202 2 xxxxy  

 
( )
( )





→=

→=
⇒

0,22

0,00

2

1

Bx

Ox
. 

 
 Los puntos de corte de las dos funciones se 
obtienen igualándolas: 
 

( ) ⇒=−=−−=− 042;;082;;26 222 xxxxxxxx  
 

( )

( )







−→=

→=

⇒

8,44

0,00

2

1

Cx

Ox

.  

 
Los vértices de las parábolas son los siguientes: 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )







−⇒=⇒>=

−=−=−=⇒=→=−=
⇒−=

9,3302''

91893·6333062'

6

2

2

DxparaMìnimoxf

fxxxf

xxxf  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )







⇒=⇒<−=

=−=−=⇒=→=−=
⇒−=

1,1102''

11211·211022'

2

2

2

ExparaMáximoxg

gxxxg

xxxg  

 
 La representación gráfica de la situación es la de la figura. 
 
 Para el cálculo del área tendremos en cuenta que las ordenadas de la función g(x) 
son iguales o mayores que las correspondientes a la función f(x). 
 

        [ ] ( ) ( )[ ] ( ) =







+−=+−=−−−=−= ∫∫∫

4

0

234

0

2
4

2

22
4

0 2

8

3

2
·82·62·)()(

xx
dxxxdxxxxxdxxfxgS  

A 

X O 

y = x2 – 6x 

C 

E 

Y 

D 

y = 2x - x2 

S 

1 
B 
2 4 

1 

6 
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Sux
x ==+−=+−=−








+−=








+−= 22

34

0

2
3

3

64

3

192128
64

3

128
04·4

3

4·2
4

3

2 . 
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OPCIÓN B 
 
1º) Determine la ecuación en forma continua de la recta r que pasa por el punto 

( )7,4,3P  y es perpendicular a las rectas r1 y r2 dadas por: 
2

4

3

3

2

1
1

−=−=−≡ zyx
r  y 

4

3
212

−=−=−≡ z
yxr . Expresar la recta r en forma vectorial, por unas ecuaciones pa-

ramétricas y de forma implícita. 
---------- 

 
 Los vectores directores de las rectas r1 y r2 son ( )2,3,21 =v  y ( )4,1,12 =v . 
 
 El vector de la recta r puede ser cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores ( )2,3,21 =v  y ( )4,1,12 =v . 
 

     ( )1,6,106108232212

411

232' 21 −−=−−=−−−++==∧= kjijikkji

kji

vvv . 

 
 Un vector director de r es ( )1,6,10 −−=v . 
 
 La recta r expresada en forma continua es: 
 

1

7

6

4

10

3

−
−=

−
−=−≡ zyx

r  

 
 La recta r expresada en forma vectorial es: 
 

( ) ( ) ( )1,6,107,4,3,, −−+=≡ λzyxr  

 
 La recta r expresada por unas ecuaciones paramétricas es: 
 









−=
−=
+=

≡
λ

λ
λ

7

64

102

z

y

x

r  

 
 La recta r expresada por unas ecuaciones continuas es: 
 





=−+
=−+

≡




−=+−
−=+−

≡
07310

02953
;;

70103

20593

zx

yx
r

zx

yx
r  

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

2º) Discutir el rango de la matriz 














 −
=

a

M

15

312

211

 en función de los diferentes valores 

de α. Resuelva el sistema 
















=
















3

2

1

·

z

y

x

A  para los valores de α para los cuales el rango de 

A es 3. 
---------- 

 

8;;08;;02432310154

15

312

211

==−=−=+−−−+=
−

= aaaaa

a

M . 

 
28;;38 =⇒==⇒≠ MRangoaParaMRangoaPara  

 

 Resolvemos el sistema 
















=
















3

2

1

·

z

y

x

A  para α ≠ 8, que resulta compatible determi-

nado. Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

( ) ( ) ( ) x
a

a

a

aa

a

a
x =

−
−=

−
+−−−+=

−

−

=
83

143

83

23694

83

13

312

211

. 

 

( ) ( ) ( ) y
aa

aa

a

a
y =

−
−=

−
−−−++=

−
=

83

2

83

292015122

83

35

322

211

. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) z
aaaaa

z =
−

−=
−

−=
−

−=
−

+−−−+=
−

−

=
8

2

83

6

83

1711

83

6251023

83

315

212

111

 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
3º) Calcule los valores de los parámetros α, b y c de la función ( ) cbxaxxxf +++= 23  de 
manera que la función f(x) tenga un máximo para x = -1, un mínimo para x = 3 y pase 
por el punto P(0, 5). 

---------- 
 
 Por pasar por P(0, 5): ( ) 550 =⇒= cf . 

 
 Por tener un máximo para x = -1, su derivada tiene que anularse para este valor: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 32;;01·21·301'23' 22 =−=+−+−⇒=−⇒++= babafbaxxxf . 
 
 Por tener un mínimo para x = 3, su derivada tiene que anularse para este valor: 
 
 ( ) ( ) 276;;03·23·303'23' 22 −=+=++⇒=⇒++= babafbaxxxf . 
 
 Resolviendo el sistema formando por las dos ecuaciones anteriores: 
 

 babbaaa
ba

ba
=−=−−=−==−−=−=⇒





−=+
=−

93632;;32;;3;;248
276

32
. 

 
 La función resulta ser: 
 

( ) 593 23 +−−= xxxxf  
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4º) Demostrar que la ecuación xxtag 2=  tiene una única raíz real en el intervalo 






−
4

,
4

ππ . 

---------- 
 

 Demostrar que la ecuación xxtag 2=  tiene una única raíz real en 




−
4

,
4

ππ  es 

equivalente a demostrar que la función ( ) xtagxxf −= 2  tiene una única raíz en el inter-
valo anterior. 
 

 La función ( ) xtagxxf −= 2  es continua y derivable en el intervalo 




−
4

,
4

ππ , por 

lo cual le es aplicable el Teorema de Bolzano en este intervalo. 
 
 El teorema de Bolzano dice que: “Si una función f es continua en un intervalo 
cerrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces existe 
al menos un valor ( )bac ,∈  tal que ( ) 0=cf ”. 
 
 Aplicando el teorema de Bolzano a la función ( ) xtagxxf −= 2  en el intervalo 

dado 




−
4

,
4

ππ : 

 

 ( ) ( ) 0
2

2

2
11

24244
·24 <−=−=−−−=−−−=







−−






−=− ππππππππ tagtagf . 

 

( ) 0
2

2
1

24244
·24 >−=−=−=







−






= πππππππ tagtagf . 

 

 Por otra parte ( ) 




−∈∀>−=
4

,
4

,0
cos

1
2'

2

ππ
x

x
xf , lo cual significa que el inter-

valo considerado la función ( ) xtagxxf −= 2  es monótona creciente, por lo cual no pue-
de tener más de una raíz en el intervalo considerado. 
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