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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Conteste de manera clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se valor:
correccion y la claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) empleado po
alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

OPCION A
m-1 1 -1
1°) Determine, segun los valores de m, el rango de la matrizzreal 0 m-2 1 |.

0o 2
X 0
En el caso de m = 1, calcule las soluciones del sistema homogenes-| 0.
z 0
m-1 1 -1
Al=| 0 m-2 1|=2 s m)+ m bm = A-3m2)+ menf-2m=
m 0 2

.49 4-3-4 _ 7£49-48 741 _

=2m-6m4- m nf=31f-7m+4=0: m=

2-3 6 6
:Ej rrl:]_ mzzﬂ
6 — 7 3
m#1
Para = Rangode A=3
m# 2
0 1 -1
ParanFlesA=|0 -1 1 |= {F,=-F} = Rangode A=2.
1 0 2
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Para{ 4} = Rangode A=2
m=4%
3

0 1 -1 0 1 -1} (x) (O
ParamlesA=|0 -1 1 |Yyelsistemaes0 -1 1 |-|y|=|0], equivalente a la ex-
1 0 2 1 0 2)(z) |o
y-z=0
presion - y+z=0:. Como se aprecia, las dos primeras ecuaciones son iguales, pol
x+2z=0

: . L . Y5z=0
que el sistema resulta, finalmente, de la forma mas 3|mpI|f|<):(%(rdZ§_o}.

Haciendoz=4 resultanix=-21 ey=A.
X==2A

Soluciéon y=4 }, OAOR
z=A
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20) Calcule el valor de k para el cual las retrtaé(—l-—-13 ys=Xtlo ¥ _z-2
2 K 2k k+3 2

sean paralelas. Calcule, en ese caso, la dlstanC|a entre las rectas.

Los vectores directores de las reatag(—l Yy_z73 y s= = = son

=(k, 2 k) y v=(,k+3 2), respectlvamente.

Para que las rectas r y s sean paralelas, los veaierfs 2, k) y v=(x, k+3 2)

tienen que ser paralelos, o sea, linealmente dependientes, por lo cual sus compon
tienen que ser proporcionales:

k 2 k 12 k
2k k+3 272 k+3 2 —

Para que las rectas r y s sean paralelas tiene que ser k = 1.

Parak = 1 las rectas sog * 1= Y=2¥3y oo X*1_¥_272
1 2 1 2 4 2

La distancia entre dos rectas paralelas es la misma que la distancia de un pun
una de las rectas a la otra; por ejemplo, la distancia entre r y s el la misma que la di
ciadeunpuntoderas.

r

La distancia de un punto a una recta viene
‘T/DPQ‘
es un vector de origen un punto de s y extremo ut

punto de r, sienda/ un vector director de las rec-
tas, que es el mismo por ser paralelas,

dada por la formuladQ, s)= , dondePQ

Un punto de r es Q(1, 0, -3) y un punto de s
es P(-1, 0, 2).

PQ=Q-P=(10- 3(-1029=(20-5y v=(121).

-5| _|-10+2j -4 +5)| |-10+7j-4k| _

dr 9=dQ 9= V| VEezer Jwar e




_J107+ 7 +(-47 _J100r 49+16 \/165 165 J55 110
% (5= ==

La dign ciaentrer y sesd(r, s)= unidades

v/110
2
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39) Calcule el punto de la curye= 7 en el cual la pendiente de la recta tangente se
X

maxima. Haga un dibujo donde aparezcan la curva, el punto y la recta tangente.

La pendiente a una curva en un punto es el valor de la derivada en ese punto.

m= v = 0—1-2x: - 2X
TR T

La pendiente es maxima cuando su derivada sea cero:

m=y'=— 2'(1+ XZ)Z‘(‘ ) '2-(1+ x2) 22X _ = 2-(1+ x2)+8x2 _—2-2X°+8X° _ 6X° -2

) pocf ) )
=00 T2 0. ge o ad-120: @=L f N - L
m—O:m—O,,&2 2=0;;, X*-1=0;; x2—3:>x1— 5 X, +\/§.

La condicion anterior es necesaria, pero no suficiente, ya que para que sea un
Ximo tiene que ser negativa la segunda derivada de la pendiente:

4 ( ?cxz)s—( &° - i .3.(1+ xz)2 21X .(1+ XZ)_ 6x -(6x2—2)

= T

_ 120+ 12¢ - 36¢ +12x _ 24x—24x° _ 24x{1-x*) _

(1+x2)4 ) (1+x2)4 ) (1+x2)4

24( 1} j 24 2
m"( ( 31) = (\/;J 3 - iz\/% <0 = Maximo para x:—%.
3

3
(3 33 e
m"(ﬁ): (1+1J4 ?Jf’ 44 % >0 = Minimo para x:%.
3 3

El punto de tangencia es el siguiente:

1 3 1 3
-+ —=-5 o 7[-—L, 2|5 (- 058 075).
jz L1 a4 ( NE 4J (= 058 o75)
3 3




La funcién es par, por lo tanto es simétrica con respecto al eje de ordena

1 >0, UxUR.

ademas se cumple quye oo
X

lim

. lim
Teniendo en cuenta que y=

_ _ =0, el eje de abscisas es asintota
X — Foo X - Foo 1+ X

2

horizontal de la funcion.

Considerando que el punto A(O, 1) es un punto de la curva y todo lo anterior
puede hacer un dibujo aproximado de la situacion, que es el indicado en la figura.

f(x)
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4°) Calcule el area de la region limitado por la hipérbola=4 y la recta que la corta
en los puntos de abscisas x = 1 y x = 4. Haga un dibujo de la region.

La representacion gréafica de la situacion, aproximadamente, es la que se indic
la figura.
YA ‘

\\_le-b
X =

La expresion de la hipérbola y =4 puede ser tambiém=; :

4
s=jﬂ dx=[ 4x]/= 4 4 B2 B 4 4.6 4.F=8L20¢7 05551 =S.
X

1
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OPCION B

1 -11 001
1°) Se consideran las matrices| 2 1 2|y B=|0 1 1|. Calcule la matriz X que
0 0 1 111

verifica: X - A+1 =B, siendo | la matriz identidad de orden 3.

X-A+1=B;; X -A=B-1 = Multiplicando por la derecha por’A=

= X-A A'=(B-1)-A*;; X-1=(B-1)- A* = Xx=(B-1)- AT

001 100 -101
B-1=|]0 1 1-|0 1 0=/ 0 O 1(=B-I
111 0 01 1 10

Para hallar la inversa de la matriz A vamos a utilizar el método de Gauss-Jorde

1 -11/100 1-11]1 00 .
(Ar)=l2 1 2{0 1 0|={F,~F,-2F}=|0 3 0 —210:{5%55}:
0 0 1{00 1 0 0 1] 0 01
1-11/ 1 00 1014+ %0
=0 1 0[-2 ¢ o|={F,-F+F}=|010|-2 L 0|={F,-F,-F}=
00 1/ 0 01 001 0 01
10041 & 1 11 -1
=[010/-2 1 0|=>A"=[-2 1 0
001 0 0 1 0 0 1

Sustituyendo los valores hallados de (B — I)yeh la expresion (*):

-101)(35 3 -1) (-3-0-0 —3+0+0 1+0+1 -+ -3 2
X=(B-1)-A*=| 0 0 1|-|-2 { 0|=| 6060 O0-0+0 -0+0+1|={ 0 0 1
1100 0 1 1-240 1+i+0 -1+0+0) (-1 2 -1

X

1

o
wh O wl

[EEN
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2°) SeanHa, b, ¢) ¥ Qa, b, ¢c,) dos puntos del plana= Ax By+Cz+D=0. De-
muestre que el vectd®Q es perpendicular al vectori=(A B, C). Apliquelo para cal-

cular la ecuacion general del plamgue contiene a los puntos P(1, 2, 3), Q(-1, 0, 2) \
R(1, 1, 1).

Los puntosHa, b, ¢,) Y Qa, b, c,), por pertenecer al plang tienen que satis-
facer su ecuacion:

m= Ax+ By+Cz+D =0 . Ag+Bh+Cc+D=0 (I
Ha, b, ) —

m= A By+Cz+D=0
qa2 b, c) }:> Aa+Bb+Cc,+D=0 (2).
H 1 2

Restando a la ecuacion (2) la ecuacién (1), queda:

( Aa Bb Go Pp( Ax Bb Cor D=0;;(3- @ A(h-h)B+(c,-g)c=0 (3

El vectorPQ es el siguiente:

P @ P(3 b 9-(a b 9=(a-a b-h ¢-g)=PQ.

Si los vectore?Q y n=(A B, C) son perpendiculares, su producto escalar tien
que ser cero:

—P6n0 = ( A 48 b b e 1‘)( AB C):( a- @) A*'(Q_ Q)B+(Q_Q)C’ que
es igual a cero, como se comprueba en la expresion (3).

PQ y n son perpendicdares como queriamosdemostrar

Los vectoresQP y QR son perpendiculares al vector normal del planpor lo
cual, su producto vectorial es linealmente dependiente al vector normal del plano.

QP=P-0=(123(- 10 9=(2212).

QR=R-Q=(11)(-102=(21-1).

k
n'=QP-QR= 1

j
2 1| 2D+ g+ R-k-i+2=-3+4j-2k = n=(3-4 2).
1

N DN

-1



El planoa tiene por expresion gener@ak 3x- 4y+2z+D =0.

Para hallar el valor del término independiente D tomamos uno cualquiera de
puntos, por ejemplo R(1, 1, 1), que tiene que satisfacer su ecuacion:

a=3x-4y+22+D =0
= 341 41 2.¥D=0,;;3 4 2+D=0,;;1+D=0;, D=-1.
R(1 1)

a= 3X-4y+22-1=0
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3°) Se considera la funciéf(x)= x| x|. Calcule las ecuaciones y el dominio de las fun-
ciones f(x), f'(x), f"(x) y f"(x). Represéntelas graficamente.

. La funcion f(x), que es continua en R, puede
\ (%) / redefinirse de la siguiente forma:

/(%) \/ f(x)={_ X- Xx=—X si x<0

X- X=X six>0

/ f'(x):{_ZXSiXSO

2x si x>0

-2 si x<0
> nly) =
/4E \ X f(X)_{Zsix>0

F(x)=0

4

La representacion grafica, aproximada, de las
funciones son las que aparecen en la figura adjunta.

De la observacion de la gréafica se observa que
el dominio de todas las funciones es el mismo: el

conjunto de los nimero reales.

*kkkkkkkkk



4°) Sea A(t), t > 0, el area de la region limitado por la cyrv&x? y las rectasy =0y
X = t. Representa graficamente ésta region y calcule el valor de t para que A(t) = 1.

La representacion grafica de la solucion es la que indica la figura.

A
X =t
\\ !:%/;2_ //
e
\\ /
BN
A(t)
y=_C
_
O X
t t
‘ L2 o s 3 ;| 3.3 5 5 125
A= (3% -dt=[x -di=| | =| X 2|22 238 goq =2 5212
!«/_ !X 2, 5 5 5 3 27
0 3 0 0

t:5‘/%75, o de forma aproximada: t = 1'36 .
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