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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 

 

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre 

las ocho, propuestas. Solo se tendrán en cuesta las respuestas claramente justificadas y 

razonadas usando lenguaje matemático o no matemático, según corresponda. Se valo-

rarán negativamente los errores de cálculo. Se permite utilizar calculadora científica 

básica. No se permite el uso de calculadoras gráficas ni programables, ni de dispositi-

vos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar información. 

 

 

1º) Sean las matrices: 𝐴 = (
0 1 1
1 1 0
1 0 0

) , 𝐵 = (
6 −3 −4

−3 2 1
−4 1 5

)  𝑒 𝐼 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) y 𝜆 

un parámetro real cualquiera. 

 

𝑎) Calcule la matriz 𝐴 − 𝜆𝐼.    𝑏) Calcule la matriz (𝐴 − 𝜆𝐼)2. 

 

𝑐) Halle, si existen, los valores del parámetro 𝜆 para los cuales se satisface la relación 

(𝐴 − 𝜆𝐼)2 = 𝐵. 

---------- 

𝑎)  

𝐴 − 𝜆𝐼 = (
0 1 1
1 1 0
1 0 0

) − (
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

) = (
−𝜆 1 1
1 1 − 𝜆 0
1 0 −𝜆

).  

 

𝑏)  

 (𝐴 − 𝜆𝐼)2 = (
−𝜆 1 1
1 1 − 𝜆 0
1 0 −𝜆

) · (
−𝜆 1 1
1 1 − 𝜆 0
1 0 −𝜆

) ⇒ 

 

⇒ (𝐴 − 𝜆𝐼)2 = (
𝜆2 + 2 1 − 2𝜆 −2𝜆
1 − 2𝜆 𝜆2 − 2𝜆 + 2 1
−2𝜆 1 𝜆2 + 1

).  

 

𝑐)  

(𝐴 − 𝜆𝐼)2 = 𝐵 ⇒ (
𝜆2 + 2 1 − 2𝜆 −2𝜆
1 − 2𝜆 𝜆2 − 2𝜆 + 2 1
−2𝜆 1 𝜆2 + 1

) = (
6 −3 −4

−3 2 1
−4 1 5

) ⇒  
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El único valor que satisface la igualdad de las matrices es 𝜆 = 2. 

 
********** 
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2º) Considere el sistema de ecuaciones 

3𝑥 − 2𝑦 = 4
      𝑎𝑦 = −3
𝑎𝑥 + 3𝑧 = 0

}, dependientes del parámetro 𝑎: 

 

𝑎) Discuta el sistema según el parámetro 𝑎. 

 

𝑏) Para el valor del parámetro 𝑎 para el cual el sistema tiene solución, resuélvelo. 

 

----------  

𝑎)  

 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

 𝑀 = (
3 −2 0
0 𝑎 0
𝑎 0 3

) y 𝑀′ = (
3 −2 0
0 𝑎 0
𝑎 0 3

    
4

−3
0

). 

 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

 

|𝑀| = |
3 −2 0
0 𝑎 0
𝑎 0 3

| = 9𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = 0.  

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ≠ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3 = 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔.⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 = 0 ⇒ 𝑀′ = (
3 −2 0
0 0 0
0 0 3

    
4
−3
0

) ⇒ {3𝐶1 = −2𝐶2} ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ⇒  

 

⇒ {𝐶1, 𝐶3, 𝐶4} ⇒ |
3 0 4
0 0 −3
0 3 0

| = 27 ≠ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 = 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

 

𝑏)  

Se resuelve el sistema para 𝑎 ≠ 0. 

 
3𝑥 − 2𝑦 = 4
      𝑎𝑦 = −3
𝑎𝑥 + 3𝑧 = 0

} ⇒ 𝑦 = −
3

𝑎
. 3𝑥 +

6

𝑎
= 4;   3𝑎𝑥 + 6 = 4𝑎 ⇒ 𝑥 =

4𝑎−6

3𝑎
. 

 

𝑎 ·
4𝑎−6

3𝑎
+ 3𝑧 = 0;  

4𝑎−6

3
+ 3𝑧 = 0;   4𝑎 − 6 + 9𝑧 = 0 ⇒ 𝑧 =

4𝑎−6

9
. 

  

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 =
4𝑎−6

3𝑎
;   𝑦 = −

3

𝑎
;   𝑧 =

4𝑎−6

9
, ∀𝑎 ∈ 𝑅 − {0}. 

 

********** 
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3º) Considere la función 𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥−2. 

 

𝑎) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la gráfica de la función 

𝑦 = 𝑓(𝑥) tiene pendiente igual a 
3

𝑒
. Halle la ecuación de esta recta tangente.  

 

𝑏) Calcule lim
𝑥→

2

3

1−𝑓(𝑥)

6𝑥−4
.    

 

𝑐) Esboce la gráfica de la función 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

 

𝑑) Calcule la superficie acotada por la gráfica de la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) y las rectas de 

ecuaciones 𝑥 = 0 y 𝑦 = 1. 

---------- 

𝑎)  

La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de 

su primera derivada en ese punto. 

 

 𝑓′(𝑥) = 3 · 𝑒3𝑥−2. 

 

 𝑚 = 𝑓′(𝑥) = 3 · 𝑒3𝑥−2 =
3

𝑒
;   𝑒 · 𝑒3𝑥−2 = 1;  𝑒3𝑥−1 = 1 ⇒ 3𝑥 − 1 = 0;   

 

3𝑥 = 1;   𝑥 =
1

3
. 

 

 El punto de tangencia es el siguiente: 𝑓(1

3
) = 𝑒3·

1

3
−2 = 𝑒−1 =

1

𝑒
⇒ 𝑃 (

1

3
,
1

𝑒
).  

  

 La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la 

fórmula 𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0), que aplicada al punto 𝑃 (
1

3
,
1

𝑒
): 

 

 𝑦 −
1

𝑒
=

3

𝑒
· (𝑥 −

1

3
) ;   𝑒𝑦 − 1 = 3𝑥 − 1. 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑠 𝑡 ≡ 3𝑥 − 𝑒𝑦 = 0. 

 

𝑏)  

lim
𝑥→

2

3

1−𝑓(𝑥)

6𝑥−4
= lim

𝑥→
2

3

1−𝑒3𝑥−2

6𝑥−4
=

1−𝑒
3·

2
3
−2

6·
2

3
−4

=
1−𝑒0

4−4
=

0

0
⇒ 𝐼𝑛𝑑.⇒ {𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} ⇒  

 

⇒ lim
𝑥→

2

3

−3·𝑒3𝑥−2

6
=

−3·𝑒
3·

2
3
−2

6
=

−3·𝑒0

6
=

−3

6
⇒ lim

𝑥→
2

3

1−𝑓(𝑥)

6𝑥−4
= −

1

2
. 

 

𝑐)  

Para hacer una gráfica, aproximada, de la función 𝑦 = 𝑒3𝑥−2 se tiene en cuenta 
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que, por ser una función exponencial de base mayor que 1, es monótona creciente en 

su dominio, que es R; que tiene al eje de abscisas como asíntota horizontal en su parte 

negativa, por ser lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒3𝑥−2 = 𝑒−∞ =
1

𝑒∞
=

1

∞
= 0. El punto de corte 

de la función con el eje de ordenadas es: 𝑓(0) = 𝑒−2 =
1

𝑒2
⇒ 𝑃 (0,

1

𝑒2
). 

 

La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la que aparece en 

la figura adjunta. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑)  

 La representación gráfica de la situación se expresa, de forma aproximada, en la 

figura siguiente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 El punto de corte de la función y la recta 𝑦 = 1 tiene como abscisa la raíz de la 

ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 

 

 𝑦 = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑒3𝑥−2 = 1 ⇒ 3𝑥 − 2 = 0;   3𝑥 = 2;   𝑥 =
2

3
⇒ 𝐴(

2

3
, 1). 

 

 De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la si-

guiente: 

 

𝑆 = ∫ (1 − 𝑒3𝑥−2)
2

3
0

· 𝑑𝑥 = [𝑥]
0

2

3 − ∫ 𝑒3𝑥−2
2

3
0

· 𝑑𝑥 =
2

3
− ∫ 𝑒3𝑥−2

2

3
0

· 𝑑𝑥 ⇒  

 

⇒ 𝑆 =
2

3
− 𝐼.    (*) 

 

 𝐼 = ∫ 𝑒3𝑥−2
2

3
0

· 𝑑𝑥 ⇒ {
3𝑥 − 2 = 𝑡

𝑑𝑥 =
1

3
· 𝑑𝑡|

𝑥 =
2

3
→ 𝑡 = 0

𝑥 = 0 → 𝑡 = −2
} ⇒

1

3
· ∫ 𝑒𝑡0

−2
· 𝑑𝑡 = 

 

𝑌 

𝑂 

𝑋 
𝑃 𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥−2 

−6 −4 

4 

2 

2 −2 

𝑌 

𝑂 
𝑋 

𝐴 

𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥−2 

−6 −4 

4 

2 

2 −2 

𝑦 = 1 

𝑆 

2 
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=
1

3
· [𝑒𝑡]−2

0 =
1

3
· (𝑒0 − 𝑒−2) =

1

3
· (1 −

1

𝑒2
) ⇒ 𝐼 =

𝑒2−1

3𝑒2
.   

 

 Sustituyendo este valor en (*): 

 

 𝑆 =
2

3
− 𝐼 =

2

3
−

𝑒2−1

3𝑒2
=

2𝑒2−𝑒2+1

3𝑒2
⇒ 𝑆 =

𝑒2+1

3𝑒2
 𝑢2 ≅ 0,378 𝑢2.   

 

********** 
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4º) Dada la función 𝑓(𝑥) = {
  
𝑥2+𝑎

2𝑥−4
    𝑠𝑖  𝑥 ≤ 0

10𝑥2 + 𝑥 + 𝑏  𝑠𝑖  𝑥 > 0
: 

 

𝑎) Halle la condición que han de cumplir los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑦 =
𝑓(𝑥) sea continua. 

 

𝑏) Calcule 𝑓′(𝑥). 

 

𝑐) Halle la condición y calcule los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) sea 

derivable. 

---------- 

𝑎)  

Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-

tinuidad. 

 

 La función 𝑓(𝑥) es continua en R, excepto para 𝑥 = 0, cuya continuidad es du-

dosa y se van a determinar los valores reales de 𝑎 𝑦 𝑏 para que lo sea. 

 

 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 

derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0 ⇒ {
lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑥2+𝑎

2𝑥−4
= −

𝑎

4
                                

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(10𝑥2 + 𝑥 + 𝑏 ) = 𝑏 = 𝑓(0)
⇒ 

 

⇒ lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) ⇒ −
𝑎

4
= 𝑏 ⇒ 𝑎 = −4𝑏. 

 

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 = −4𝑏. 

 

𝑏)  

 𝑓′(𝑥) = {
𝑥2−4𝑥−𝑎

2(𝑥−2)2
  𝑠𝑖 𝑥 < 0    (∗)

20𝑥 + 1      𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0   
 . 

 

(*)   𝑔(𝑥) =
𝑥2+𝑎

2𝑥−4
⇒ 𝑔′(𝑥) =

2𝑥·(2𝑥−4)−(𝑥2+𝑎)·2

22·(𝑥−2)2
=

2𝑥2−4𝑥−𝑥2−𝑎

2·(𝑥−2)2
=

𝑥2−4𝑥−𝑎

2·(𝑥−2)2
.  

 

𝑐)  

 La función 𝑓(𝑥) es derivable en R, excepto para 𝑥 = 0 cuya derivabilidad se va 

a forzar determinando los correspondientes valores de 𝑎 𝑦 𝑏. 

 

 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 

por la derecha son iguales en ese punto. 
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 𝑓′(𝑥) = {
𝑥2−4𝑥−𝑎

2(𝑥−2)2
  𝑠𝑖 𝑥 < 0    (∗)

20𝑥 + 1      𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0   
 ⇒ 𝑥 = 0 ⇒ 𝑓′(0) = {

−
𝑎

8
  𝑠𝑖  𝑥 < 0

1  𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0
 ⇒  

 

⇒ 𝑓′(0−) = 𝑓′(0+) ⇒ −
𝑎

8
= 1 ⇒ 𝑎 = −8. 

 

 Teniendo en cuenta que 𝑎 = −4𝑏 ⇒ 𝑏 = −
𝑎

4
= −

−8

4
⇒ 𝑏 = 2 

 

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑅 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 = −8 𝑦 𝑏 = 2. 

 

********** 
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5º) Del paralelogramo (cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos) 𝐴𝐵𝐶𝐷, se co-

nocen los vértices consecutivos 𝐴(1, 0, −1), 𝐵(2, 1, 0) 𝑦 𝐶(4, 3,−2). 

 

𝑎) Calcule el coseno del ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ y 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
 

𝑏) Encuentre las coordenadas del punto medio, 𝑀, del segmento 𝐴𝐶.  

 

𝑐) Encuentre las coordenadas del vértice 𝐷. 

 

𝑑) Calcule el área del paralelogramo 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

 

---------- 

𝑎)  

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [(2, 1, 0) − (1, 0, −1)] = (1, 1, 1). 

 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [(4, 3, −2) − (1, 0,−1)] = (3, 3, −1). 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ · 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| · |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| · cos 𝛽 ⇒ cos 𝛽 =
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗·𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|·|𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=

(1,1,1)·(3,3,−1)

√12+12+12·√32+32+(−1)2
=  

 

=
3+3−1

√1+1+1·√9+9+1
=

5

√3·√19
=

5

√57
⇒ cos 𝛽 =

5√57

57
.  

 

𝑏)  

 𝑥𝑚 =
1+4

2
=

5

2
;   𝑦𝑚 =

0+3

2
=

3

2
;   𝑧𝑚 =

−1−2

2
= −

3

2
⇒ 𝑀 (

5

2
,
3

2
, −

3

2
). 

 

𝑐)  

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (1, 1, 1) = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  

 

= [(4, 3,−2) − (𝑥, 𝑦, 𝑧)] = (4 − 𝑥, 3 − 𝑦,−2 − 𝑧).  

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (1, 1, 1) = (4 − 𝑥, 3 − 𝑦,−2 − 𝑧) ⇒ {
4 − 𝑥 = 1 → 𝑥 = 3      
3 − 𝑦 = 1 → 𝑦 = 2      
−2 − 𝑧 = 1 → 𝑧 = −3

} ⇒  

⇒ 𝐷(3, 2, −3). 

 

𝑑)  

 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [(3, 2, −3) − (1, 0, −1)] = (2, 2, −2) 

 

El área de un paralelogramo es igual que el módulo del producto vectorial de los 

dos vectores que lo determinan: 

 

 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = ‖
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 1
2 2 −2

‖ = |−2𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘 − 2𝑘 − 2𝑖 + 2𝑗| = 

𝐴 

𝐶 

𝐷 

𝐵 
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= |−4𝑖 + 4𝑗| = 4 · |−𝑖 + 𝑗| = 4 · √(−1)2 + 12 = 4 · √2. 

 

𝑆 = 4√2 𝑢2. 

 

********** 
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6º) Dadas las rectas 𝑟 ≡ {
𝑥 + 𝑦 = 3  
2𝑥 − 𝑧 = 1

 𝑦 𝑠 ≡ {
𝑥 = 1 + 𝜆   
𝑦 = −𝜆       
𝑧 = −4 − 𝜆

, 𝜆 ∈ 𝑅. 

 

𝑎) Encuentre una ecuación vectorial para la recta 𝑟. 

 

𝑏) Encuentre la posición relativa de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

 

𝑐) Encuentre la ecuación general del plano 𝜋 perpendicular a la recta 𝑟 que pasa por el 

punto 𝑃(2, 0,−1). 

 

𝑑) Encuentre la ecuación general del plano paralelo a 𝑟 que contiene a la recta 𝑠. 

 

---------- 

𝑎)  

        𝑟 ≡ {
𝑥 + 𝑦 = 3  
2𝑥 − 𝑧 = 1

⇒ 𝑥 = 𝛿;   𝑦 = 3 − 𝛿;   𝑧 = −1 + 2𝛿 ⇒ 𝑟 ≡ {
𝑥 = 𝛿             
𝑦 = 3 − 𝛿     
𝑧 = −1 + 2𝛿

⇒ 

 

⇒ 𝑟 ≡ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 3,−1) + 𝛿 · (1, −1, 2).  

 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴(0, 3, −1) y 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1, −1, 2). 

 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵(1, 0,−4) y 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = (1, −1,−1). 

 

Los vectores 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ y 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ son linealmente independientes por no ser proporcionales 

sus componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente: 

 

 Se considera el vector �⃗⃗�  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el 

punto 𝐵 ∈ 𝑠: �⃗⃗� = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [(1, 0, −4) − (0, 3, −1)] = (1,−3, −3). 

 

 Según que los vectores {𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, �⃗⃗� } sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan 

o se cruzan, respectivamente. 

 

 Los vectores {𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, �⃗⃗� } son coplanarios cuando el rango del determinante que 

forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

 

 𝑅𝑎𝑛𝑔 {𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, �⃗⃗� } ⇒ |
1 −1 2
1 −1 −1
1 −3 −3

| = 3 − 6 + 1 + 2 − 3 − 3 = −6 ≠ 0 ⇒ 

 

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 {𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, �⃗⃗� } = 3 ⇒  𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, �⃗⃗�  𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠.   
 

𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛. 
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𝑐)  

 Siendo 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1,−1, 2) un vector director de la recta, la ecuación general del 

plano 𝜋 es de la forma 𝜋 ≡ 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝐷 = 0. 

 

 Si el plano contiene al punto 𝑃(2, 0, −1) tiene que satisfacer su ecuación: 

 

        
𝜋 ≡ 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝐷 = 0

                         𝑃(2, 0,−1)
} ⇒ 2 − 0 + 2 · (−1) + 𝐷 = 0 ⇒ 𝐷 = 0 ⇒  

 

⇒ 𝜋 ≡ 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 0. 

 

𝑑)  

El plano 𝛾 pedido tiene a 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1, −1, 2) y 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = (1,−1, −1) como vectores di-

rectores y contiene al punto 𝐵(1, 0,−4) ∈ 𝑠. Su expresión general es la siguiente: 

 

 𝛾(𝐵; 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗) ≡ |
𝑥 − 1 𝑦 𝑧 + 4

1 −1 2
1 −1 −1

| = 0;   

 

(𝑥 − 1) + 2𝑦 − (𝑧 + 4) + (𝑧 + 4) + 2(𝑥 − 1) + 𝑦 = 0;   3(𝑥 − 1) + 3𝑦 = 0;  
 

𝑥 − 1 + 𝑦 = 0 ⇒ 𝛾 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0. 

 

********** 
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𝐴 

𝐵 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 1 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

7º) Dados dos sucesos A y B, se conocen las siguientes probabilidades: 𝑃(𝐴) = 0,7, 

𝑃(𝐵) = 0,4 y 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0,58, donde 𝐴 𝑦 𝐵 indican los sucesos contrarios (o com-

plementarios) de A y de B, respectivamente. Calcule las siguientes probabilidades: 

 

𝑎)  𝑃(𝐴), 𝑃(𝐵) 𝑦 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵). ¿Son A y B sucesos independientes? 

  

𝑏)  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵).  𝑐)  𝑃(𝐵 ∩ 𝐴).  𝑑)  𝑃(𝐴/𝐵) y 𝑃(𝐴/𝐵). 

 

---------- 

𝑎)   

 𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 − 0,7 = 0,3.       𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐵) = 1 − 0,4 = 0,6. 

 

 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0,58 = 1 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵);  
 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 1 − 0,58 = 0,42. 

 

 

Dos sucesos A y B son independientes si 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) · 𝑃(𝐵). 

 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) · 𝑃(𝐵) ⇒ 0,42 = 0,7 · 0,6 ⇒ 𝐴 𝑦 𝐵 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠.  

 

𝑏)     

 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0,7 + 0,6 − 0,42 = 0,88. 

 

𝑐)   

𝑃(𝐵 ∩ 𝐴) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0,6 − 0,42 = 0,18.  

  

𝑑)   

𝑃(𝐴/𝐵) =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
=

0,42

0,60
= 0,7.  

 

𝑃(𝐴/𝐵) =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
=

0,18

0,60
= 0,3.  

 

********** 

  

𝐴 

𝐵 

𝐵 ∩ 𝐴 = 𝐵 − (𝐴 ∩ 𝐵) 
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8º) El tiempo de duración de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una 

distribución estadística normal de media 8,8 meses con una desviación típica de 3 me-

ses. 

 

𝑎) ¿Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses? 

 

𝑏) ¿Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses? 

 

𝑐) ¿Para qué valor del parámetro 𝑐 se tiene que el intervalo (8,8 − 𝑐; 8,8 + 𝑐) es el 

intervalo de tiempo de duración del 98 % de las actualizaciones? 

 

---------- 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 = 8,8;   𝜎 = 3. 

 

𝑋 → 𝑁(𝜇;  𝜎) = 𝑁(8,8;  3).  Tipificando la variable: 𝑍 =
𝑋−8,8

3
. 

 

𝑎)  

𝑃 = 𝑃(𝑋 ≥ 10) = 𝑃 (𝑍 ≥
10−8,8

3
) = 𝑃 (𝑍 ≥

1,2

3
) = 𝑃(𝑍 ≥ 0,4) =  

 

= 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 0,4) = 1 − 0,6554 = 0,3446 = 34,46 %.   

 

𝑏)  

𝑃 = 𝑃(7 ≤ 𝑋 ≤ 10) = 𝑃 (
7−8,8

3
≤ 𝑍 ≤

10−8,8

3
) = 𝑃 (

−1,8

3
≤ 𝑍 ≤

1,2

3
) =  

 

= 𝑃(−0,6 ≤ 𝑍 ≤ 0,4) = 𝑃(𝑍 ≤ 0,4) − 𝑃(𝑍 ≤ −0,6) =   

 

= 𝑃(𝑍 ≤ 0,4) − [1 − 𝑃(𝑍 ≤ 0,6)] = 𝑃(𝑍 ≤ 0,4) − 1 + 𝑃(𝑍 ≤ 0,6) =  

 

= 0,6554 − 1 + 0,7257 = 1,3811 − 1 = 0,3811 = 38,11 %. 

 

𝑐)  

       𝑃(8,8 − 𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 8,8 + 𝑐) = 𝑃 (
8,8−𝑐−8,8

3
≤ 𝑍 ≤

8,8+𝑐−8,8

3
) = 𝑃 (

−𝑐

3
≤ 𝑍 ≤

𝑐

4
) ⇒  

 

⇒ 𝑃 (
−𝑐

3
≤ 𝑍 ≤

𝑐

4
) = 0,9800.  

 

  𝑃 (𝑍 ≤
𝑐

3
) − 𝑃 (𝑍 ≤ −

𝑐

3
) = 𝑃 (𝑍 ≤

𝑐

3
) − [1 − 𝑃 (𝑍 ≤

𝑐

3
)] = 

 

= 𝑃 (𝑍 ≤
𝑐

3
) − 1 + 𝑃 (𝑍 ≤

𝑐

3
) = 2 · 𝑃 (𝑍 ≤

𝑐

3
) − 1 = 0,9800;    

 

2 · 𝑃 (𝑍 ≤
𝑐

3
) = 1,9800;   𝑃 (𝑍 ≤

𝑐

3
) = 0,9900. Mirando en la tabla 𝑁(0,1) de forma 

inversa, al valor 0,9900 le corresponde, aproximadamente 2,33, por lo cual: 
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𝑐

3
= 2,33 ⇒ 𝑐 = 6,99. 

 

********** 
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