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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.
Cada una de las cuatro cuestiones del repertorio elegido puntuara 2’5 puntos como
Ximo.

REPERTORIO A

1°) Definir el concepto de rango de una matriz. Dar un ejemplo de una matriz con
filas y cuatro columnas que tenga rango 2.

Todas las matrices, mediante transformaciones elementales, se pueden tran
mar en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cual, si tiene filas nulas estan situade
la parte inferior de la matriz y, en las filas no nulas, el primer elemento distinto de c
de una fila esta situado mas a la derecha que el primer elemento diferente de cero
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el numero de filas no nulas.

El rango de una matriz A es el rango de una matriz escalonada equivalente a £

También puede definirse el rango de una matriz por su determinante, para lo
es necesario definir menor de orden k de una matriz que es el determinante de cual
submatriz cuadrada de orden k que se puede formar con los elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayor menor que puede formarse
sea distinto de cero.

Ejemplos de matrices con tres filas y cuatro columnas que tenga rango 2 pueden sel
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2°) Determinar una recta r que sea paralela al pfagoe pasa por los puntos de coor-
denadas A(1, 1, 0), B(1, 0, 1) y C(0, 1, 1) y que también sea paralela al plano de e
cion n=x+2y+3z2=0 y gque no esté contenida en ninguno de éstos dos planos.

Los puntosA(1 1, 0), B(1 0,1) y C(0, 1, 1) determinan los vectores:
u=AB=B-A=(10)-(11209=(0 -1 1)

‘v=AC=C-A=(01)-(220=(-10 1)

x-1 y-1 z
”(A' u, V)E 0 -1 1/=0;-(x-9-(y-2)-2z=0;
-1 0 1

- X+1-y+1-z=0;; m= x+ y+z-2=0

: X+ y+z-2=0
Los planosn y n' determinan la recta= :
X+ 2y+3z2=0

Expresando la recta r por unas ecuaciones parameétricas:

- X+ 2y =-3/

X+ y+z-2=0 Xty=2-A| —-x-y=-2+/
= = 2z=1 = = y=-2-21
x+2y+3z=0 X+ 2y =-31 —_—

Xty=2-A ;; x—-2-2A=2-1 ;; x=4+A1

X=4+A
s=y=-2-24
z=A

La recta r que estamos buscando es cualquiera que sea paralela a s y no perte
ca a ninguno de los planos dados.

Por ejemplo, el punto P(1, 2, 3) no pertenece a ninguno de los plano dados:

Xx=1+A
rsiy=2-24
z=3+A
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3°) Representar graficamente la figura plana en el primer cuadxaney > 0) limita-
da por la rectay = x y la curvax = y®. Calcular su area.

En el intervald0, «), los puntos de corte de las dos funciones son los siguiente

y=X
x=y°

}:> y=y 5, y-yY =03 y(l-y2)=0:>{y1:O

y= 0o x= 0= 0,0 ;;y=1- x=1= P(1, ).

La representacion gréafica de la situacion es, aproximadamente, la siguiente:

\/lk
y =X —
X=y
/7
o 1 X
1
1 (1 SN 1 1 3 1 3-2 1
{4 om [ oue £ | 11 ou3 15
J J 1., 4 2 4 2 4 4
3 , \3
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4°) Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y tal qu
lado de la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes de sus lados para ¢
area total de sus 6 caras sea minima.

X
2X
V=(2* -h= 4 -h=9litros =9 dn? = h:492 *)
X
s 4-x -+ 2( 2B+ 2{x-H= 4>€+6hx:4x2+6x-4—32:
3
:4X2+£:M:S
2X 2X

Para que el area sea minima, la derivada de la superficie tiene que ser cero:

240 . x-(86+27)-2_ 24¢-8¢-27_16¢ 27 _

S=
4x* G 2x°

0= 16 -27=0 ;;

s om s 27 (27 _%27_ 3 _ 3 _3.32°_334_
16x° =27 ;; x° = X =3 - — — — _ —x
16 16 316 3/2¢ 232 4 4

Sustituyendo el valor de x en (*):

he @ o 9 9 916 _2 232 .o
- 2 2 3 - 35 3/ =¥4=h
4x 4(3.MJ 4.9316 4.9.2.32 32 2

4 16

Las dimensionesdel paralelepi pedosonbase y altura 34

3-¥4 3.4
4 2
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REPERTORIO B

1°) Enunciar el Teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecuacidnx tie-
ne solucion positiva.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos urtuédom) tal que

f(c)=0".
La ecuacion x = cos x se puede considerar como una funcién f(x) = x — cos X.

La funcion f(x) es continua en su dominio, que es R, por tanto lo sera en cualqt
intervalo finito que se considere.

Se trata de encontrar dos valores finitos de x, a 'y b, tales que: f(a) <0y f(b) > (

Por ejemplo:

m n_n n
f( 9= 0- cos0=-1<0 ;; f(LZT)ZE_COSE:E_O:E>O

Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmar que la funcién f(x) = x — co

tiene al menos un punto de corte con el eje OX en el inteE@aléT]y, Como conse-

cuencia, la ecuacion x = cos x tiene al menos una solucion positiva en el intery

o
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2°) ¢ Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas al sustituir un coefi
te no nulo por 0? ¢y permanecer igual? Justificar las respuestas.

La respuesta a la primera pregunta es afirmativa. En efecto: supongamos que
matriz de 3 filas tiene una de ellas que es combinacion lineal de las otras dos; en
caso el mayor rango que puede tener la matriz es dos; sin embargo, si se sustituy
cero un coeficiente no nulo de cualquiera de las filas dejan de ser linealmente de|
dientes y, en consecuencia el rango seria tres.

A la segunda pregunta de si puede permanecer igual, la respuesta tambié
afirmativa: si las tres filas son linealmente independientes y al sustituir el coeficiente
nulo por cero siguen siendo independientes, el rango era tres y sigue siendo tres.

Para confirmar lo expuesto se ilustra a continuacién con un ejemplo de cada c:

2 0 -31
Seala matriav =| 4 -2 5 1| cuya ultima fila es la suma de las dos prime-
6 -2 2 2

ras; si se sustituye por cero cualquier valor distinto de cero, la ultima fila es linealme
independiente de las dos primeras, con lo cual el rango puede ser tres.

1 0 -11
SealamatriB=| 0 -2 3 1] cuyorango es tres:
1 -1 2 2
1 0 -1
{c,cC,C}=|0 -2 3|=-4-2+3=1#0 = RangB=3
1 -1 2

Si sustituimos el valor 3 por 0, resulta:

1 0 -1
{c,c,c}=|0 -2 0[|=-4-2=-6#£0 = RangB=3
1 -1 2

Como se observa, no cambia el rango de B.
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2
3°) Calcular el valor de la integrad:j X/ ¥ —1-dx. (Puede hacerse coh-1=t°).
1

2xdx=3t’dt || x=1-t=0

J'x%/xz—l-dx:{ Xt 1=t

X=2 :{/g}
=

I3

93 93 4 32| 3
=30 e a3 fea=d (U] 23 8B o 93
29 24 2 | 4 2 4 8

0
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4°) Determinar los puntos de la curva plafa 2x en que la recta tangente es perpen-
dicular alarecta = y+6x=0.

La pendiente de larectaresz y+ 6x=0;; y=-6X = m=-6.

Como nos piden que la tangente sea perpendicular a la recta cogeremos la

diente m’, que es inversa y de signo contrario anix E S m'

1
m -6 6

La derivada de una funcién en un punto es igual a la pendiente de la recta tan
te a la funcién en ese punto:

1 2 3
y=2x= y=3{ X = y‘=3\/2-x31:\/2-x3: 2:‘/%
X

3 2

x, =123

x, =123
Los puntos de tangencia son:

P - x =123 = y'=12/3=1432 = y,=%432 = B(12/3, /432

- x=-12/3 = y, =-12/3=-J432 = y,=-%432 = PB,(-12/3, -%432)
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