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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.
Cada una de las cuatro cuestiones del repertorio elegido puntuara 2’5 puntos como

Ximo.
REPERTORIO A

im 1+ x-¢*

1°) Calcula
) X - 0 serf x

[im —e* —@° -
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= = = =— = Ind. =
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lim —e* —e° -
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2°) Representar graficamente la figura plana limitado por la cyrva®*, su recta tan-
gente en el punto P(1, 1) y el eje QY. Calcular su area.

La curva es una funcién de tipo polinémico, continua y derivable en su domir
de definicion, que es R. Pasa por el origen de coordenadas.

Es una funcion par, por lo cual es simétrica con respecto al eje de ordenada:
recorrido de la curva g6, + ), por lo cual tiene todas sus ordenadas positivas.

Para determinar los posibles maximos y minimos de la curva tenemos que te
en cuenta el siguiente teorema:

“Si f(xX) es una funcién con derivada de orden n continua en un ajotak que
cumple quef (x,)= f (x,)= ----- f"*(x)=0 y f"(x,)#0, entonces:

1.- Si n es impar, la funcion f(x) es monoétona grskendo estrictamente crecien-
te cuandof "(x,) > 0 y estrictamente decreciente cuantidx,)<O0.

2- Si n es par, la funcién f(x) tiene un maximo relativo gouando f"(x,) <0 y
un minimo relativo cuandd " (x,)>0”.

En el caso que nos ocupa ocurre lo siguiente:
f(0)=0
y= f(3=4x ;; £ (¥=12¢ ;; f"(¥=24x;; Y (x)=24 = = n=4
fV(0)%0

Por ser n parf " (0 = 24> 0, la curva tiene un minimo relativo en el origen de
coordenadas.

La ecuacion de su recta tangente en el punto P(1, 1) es la siguiente:
y=4¥ = m=y(d=4-=4=m
¥ y=nix-%)= y- £ &- J= 4- 4= Reta tangente y=4x-3

Para el estudio de la concavidad y convexidad de la funcién es necesario util
el siguiente teorema:

“Si f(x) es una funcién con derivada de orden n continua en un ajotak que
cumple quef x,)=f "(x,)= ----- f"*(x)=0 y f"(x,)#0, entonces:



1.- Sines par yf"(x,) >0, f(x) es convexdl) en .

2- Sines par yf"(x,) <0, f(x) es concavdn) en x.

3.- Si n es impar, f(x) tiene un punto de inflexion gn x

En nuestro casof V(0 =24>0 = n - par = La funcién es convexa en el

origen de coordenadas.

De lo anterior se deduce que la curva y la recta tangente, de pendiente posi
no se cortan en otro punto distinto que el punto de tangencia P(1, 1).

El punto de corte con el eje de abscisas de la recta tangente es el siguiente:

y=4&-3=0;; 4x=3 ;; x:§ = A{§ Oj.
4 4

La representacion grafica aproximada de la situacion es la de la figura adjunta.
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De la observacion de la figura se
deduce que todas las ordenadas corres
pondientes a la curva son iguales o mayo-
res que las correspondientes ordenadas d
la recta tangente.

El valor del &rea pedida es:

S| % -dx-[(4x-3 dx=

D —

3 r=s
40
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3°) Determina la relacién que debe existir entre a y b para que los puntos de coord
das A(1, 0, 0), B(a, b, 0), C(a, 0, b) y D(0, a, b) estén en un plano.

Los puntos A(l 0, O) B(a b, O) C(a, 0, b) y D(0, a, b) son coplanarios cuan
los vectores u= AB v= AC y w = AD sean linealmente dependientes, 0 sea, que ¢
rango de la matriz que forman sea dos.

‘u= AB=B-A=(a,b,0-(10 0=(a-1 b, 0)
v= AC=C-A=(a, 0b)-(1 0 0=(a-1 0, b)
‘w= AD= D- A=(0,a,b)-(1 0,0=(-1 a b)
Para que los puntos estén en un mismo plano tiene que cumplirse lo siguiente:
a-1 b O
Rango{ﬁ, v, W}:z = |a-1 0 b|=0;; - B-ada-1)-b*(a-1)=0 ;;
-1 a b
- B- &btab-ab®+b?>=0;; - &b+tab-ab’=0;; af-a+1-h)=
- a=0

Lospuntos ABC y D son coplanari® en los siguientescasos< 2.— b=0
P.- a+b=1
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4°) Sea A una matriz cuadrada tal qife=AA + I, donde | es la matriz unidad. Demues-
tra que la matriz A es invertible.

A=A+l ;; A-A=1 ;A (A-1)=1.
Teniendo en cuenta que, por definicion de inversa de una matriz, se cumple q
A-A™" =1, de la tltima expresion se deduce qiie= A-1, que existe para cualquier

matriz A de coeficientes reales.

Nota: Falsa seria la demostracion siguiente:
A =A+1 ;; A-A=A+| = Multiplicando por la izquierda porA
ACA A AR (AR ;LA AT ARAT L ASTHAT = A=A

Aungue se llega a una solucion idéntica, se supone de antemano la existenci
la matriz inversa.
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REPERTORIO B

1°) Define el concepto de maximo relativo de una funcion f(x) y enuncia su relacion c
las derivadas sucesivas de f(x).

Una funcion f(x), continua y derivable en el entorno de un punto de abscisa X -
tiene un maximo relativo para x = a, si existe un entorno del punto de abscisa a, tal
f(¥< f(a), DaOR.

De lo anterior se deduce que, para que una funcién tenga un maximo relativc
condicion necesaria que la derivada sea cero.

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos observamos las pendiel
de la funcion en los entornos del maximo y del minimo:
YA
to f(x) En la figura se observa que las tangen-
tes van disminuyendot, >t, >t,;; como la

tangente o pendiente es la derivada de Ie
t funcion, en el entorno de un maximo las de-
ls rivadas constituyen una funcién creciente,
por lo cual su derivada, o sea: la derivada de
la derivadaff") es positiva.

O X

En resumenMaximo relativo = { B

Los resultados anteriores no permiten averiguar si una funcion tiene un maxi
relativo para un valor X = a en el caso de que se anulen varias de las primeras deri\
de la funcién para ese valor; 0 sea:

f(a)=f'(a)=f"(@)= ---- = "*(a)=0, f"(a)£0
Por ejemplo, en la funciori(x) = 3— 2x*, para x = 0, se cumple que:

f(=-8% ;; f'(Y=-24¢ ;; f(x)=-48x;; " (x)=-48.

f(0=f(9=1"(09 ;; £V (9)=-4820
En estos casos puede utilizarse el siguiente teorema:

“Si f(x) es una funcion con derivada de orden n continua en un vajotak que
cumple quef (x,)= f {x,)= ----- f"*(x)=0 y f"(x,) %0, entonces:



1.- Si n es impar, la funcion f(x) es monotona grskendo estrictamente crecien-
te cuandof "(x,) > 0 y estrictamente decreciente cuantdx,)<O0.

2- Si n es par, la funcion f(x) tiene un maximo relativo gouando f"(x,)<0 y
un minimo relativo cuandd " (x,)>0”.

En el caso del ejemplo de la funcién y punto considerados, es n par y el valot
f V(0 =-48<0, con lo que la funciénf(x) = 3- 2x* presenta un maximo relativo para
x=0.
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2°) Halla una primitiva de la funciéri(x) = x - e*.

Para hallar una funcion primitiva F(x) de la funcidf) = x- e* haya que recu-
rrir al método de “por partes”, cuya férmulajes- dv= u- v-|v-du.

U= X- du=dx
HY=]x e-dx = = H®= x-€-[€ dx=

eg- dx=dv- v=¢"

= x8- &+ K=& (x-1)+k=F(x)

Una funcion primitiva puede ser, por ejemplo:

HY=e(x-1)+1
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3°) Determina el plana@ que pasa por el punto A(1, 2, 3) y por la recta r de ecuaciont
x+y=1,y+z=1.

Con objeto de determinar un vector director y un punto de la recta r, la expre
mos mediante unas ecuaciones parametricas:

rE{X+y:l

y+z=1 = 2= = y=1-A ;; x=1-y=1-1+4A=A=Xx = r =

N < X
I n

Un punto y un vector director de r pueden ser P(0, 1,0)y1, -1, 1).

El vector w=PA=A-P=( 1 2 3-(0 1 0=(1, 1, 3) es director del planm
pedido, al igual que también lo es el vector director de=(1, -1, 1).

La expresion general del plamoes la siguiente:

x-1 y-2 z-3
As v, W)=l 1 -1 1 |=o0;;
1 1 3

- e (o 9+(2 3+ (- 3-(-9-dy-2)=0
- x- - py- 2+ 2z- 3=0;; Ax-9+(y-2-(z-3 =0 ;;
2x— 2+ y-2-z+3=0

nsE2x+y-z-1=0
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X+2y-z2=2
4°) Discute el sistema de ecuaciones lineales(1+ B y— bz=2b segun los valores del
x+ by+(1+ bjz=1

parametro b.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 2 -1 1 2 -1 2
M={1 1+b -b |y M'=|{1 1+b -b 2b]|.
1 b 1+b 1 b 1+b 1

El rango de M en funcion del pardmetro b es:

1 2 -1
IM[=|1 1+b -b|=(1+ F- b-2b-(1+ §+ B-2A1+ Y=+ b*+ B -30-(1+Db)=
1 b 1+b

=1+2b B+ B- 3 + b= F- b= Db-1)=0= b =0;; b, =1

Para {b¢ 0} = Rango M= Rango M'= 3= rP incég = Compatible Determinado

bzl
12 -12
Parab=0 = M'= 0 0|={c=cC,+C,} = RangoM'=2
1
12 -12
Parab=1= M'=|1 2 -1 2| = {C,=C,} = RangoM'=2
11 1 1

Para {gig} = Rango M= Rango M'= 2< rP incog = Compatible Indeterminado
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