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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira una de las dos opciones propuestas.

Cada una de las cuatro cuestiones de la opcién elegida puntuara 2'5 puntos coma
Ximo.

Cuando la solucidn de una cuestidon se base en un calculo, éste debera incluirse
respuesta dada.

OPCION A

1°) Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinantg de=2 es
Calcule los siguientes determinantes:

a)|2a| b)|A™| c)|A-A'| (A'es latraspuesta de A)

d ) Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas de

e ) Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la segL
multiplicada por 2.

a)
Teniendo en cuenta que:

1.- El producto de una matriz por un nimero es la matriz que resulta de multipli
todos y cada uno de los elementos por el nimero.

2.- Si se multiplica o divide una linea de un determinante por un namero, el valor
determinante queda multiplicado o dividido por dicho nimero y que la matriz A es
orden tres:

| A= 2 {A|=8-2=16=|2A]
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b)
Teniendo en cuenta qlie- B|=| A|-|B| yque A - Al =1:

A= AL A7 =1 2o A= A=
c)
Sabiendo que el determinante de una matriz es igual que el determinante d
matriz traspuesta y teniendo en cuenta la propiedad empleada en el apartado anteric

| A A=Al {AY=2-2=45| A A

d)
Sabiendo que si se intercambian dos lineas de una matriz, su determinante ca
de signo, el valor del determinante resultante es -2.

e)

Teniendo en cuenta que el determinante de una matriz no se altera al sumar &
linea otra paralela multiplicada por cualquier niamero real, el valor del determinante
sultante es el mismo de la matriz, o sea, 2.

Aungue no se pide, lo aclaramos del modo siguiente:

Conociendo la propiedad de los determinantes que dice: si todos los elemento
una linea de una matriz cuadrada se descomponen en dos sumandos, entonces su
minante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el prim
el segundo sumando respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a I
determinante inicial.

F) (F+2F,)) (F) (2F,) (R Fy
Siendo la matrizZA=| F, |: F, |=|FR|+| F, |=|F,|+0=|F,
Fs Fs ) LR ) (R F,
FL+2F,| |F
F, |=|F[=2
F3 F3
2F,

Nota: - El determinante de la matfiz, | es O por filas proporcionales.
F3
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+y+z=0 +vy+z=0
2°) Dadas las recta&{x y*z r'z{x yrz

, determine la relacion que debe
ax+bz=0

X-y+z=1
existir entre a'y b para que:

a)ryr sean paralelas.

b ) ryr sean perpendiculares.

a)
Las expresiones de las rectas por ecuaciones paramétricas son:

X+ y+z=0 X+y=-A
rz{ Y = z=A Y

= = X=1-24 ;; le—ﬂ 5 Yy=-A-x=
Xx—y+z=1 x—y=1-4 2

X
:—/]—%+/]:—%:y = I = yZ—% = Punto yVECtorder =
2= u=(-101

X+ y+z=0
r's y = 2= = x:—E/] o y=-A- x——/]+b/]—g/] y =
ax+bz=0 a a a
x=-21 0(0, 0, 0)
= r'sqy=221 = Punto y vectorde r' =
2=/ v=(-t, )

Para que las rectas sean paralelas, sus vectores directores tienen que ser |
mente dependientes:

a 0

—=——=1 r lel =b#0 (*
b b-a 1 b boa = r y r son paralelas para a *)
a

(*) De sera=b =0 no existirialarectar'.

Para que las rectas sean coincidentes, un punto de una de las rectas tiene qu
tenecer a la otra; por ejemplo, el pum{@, —%, OjDr tiene que pertenecer ar’:

Xx==-24 x=-2A=1
rsiy==2j} ;; A(g, -3, O) = qy=22A=-1t = AOr = r y t noson coinciderds
z=A z=A=0



b)
Para que dos rectas sean perpendiculares tienen que serlo sus vectores direc
0 sea, que su producto escalar tiene que ser cero:

—_— —

u v=0> (- 10} {2 % J=£+0+1=0; bra=0; a=-b

r yt sonld para a=-b

Otra forma de resolver el apartado a ) es por sistemas de ecuaciones, tenienc
cuenta que si A es la matriz de coeficientes del sistema que forman las rectas expre:
por dos ecuaciones implicitas y B es la matriz ampliada, se cumple que:

1.- Las rectas son coincidentes si Rango A = Rango B = 2.

2.- Las rectas son paralelas si Rango A =2 y Rango B = 3.

3.- Las rectas son secantes si Rango A = Rango B =3.

4.- Las rectas se cruzan si Rango 3y Rango B = 4.

1 1 1 1 1 10

1 -11 1 -111
A= y B=

1 1 1 1 1 10

a 0 b a 0 b O

Por tener ambas matrices iguales las filas primera y tercera, a efectos de ran

1 1 1 1110
problema es semejante al estudio de las matAacgst -1 1| y B'=[1 -1 1 1]|.
a 0 b a 0 bo

Para que las rectas sean paralelas el rango de A’ tiene que ser 2, 0 sea, que
que serf A|=0:

1 1 1
|A|=[1 -1 1/=0;; - b a a b=0;; 2a=2b=0;; a-b=0 = a=bz0
a 0 b
1 1 10 1 1 0
Paraa=beB=|1 -1 1 1|= Rangode B = {C,=C.,} = [1 -1 1|=
a 0 ao a 0 0

=a#0 = RangoB'=3 ( Para & b=0 noexiste r’)

Las rectas r y r’ son paralelas para a=®
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3°) a ) Diga cuando un punkg, f(x,) es de inflexion para una funcion f(x).

b ) Calcule los coeficientes a 'y b del polinomip = ax - 3x* + bx+1 para que su grafi-
ca pase por el punto A(1, 1), teniendo aqui un punto de inflexion.

c ) Diga, razonadamente, si en el punto A(1, 1) la funcion p(x) es creciente o decrec
te.
a)

Una funcion f(x), continua y derivable en el entorno de un punto de abscisa X -
es convexd[d) cuando al aumentar el valor de x aumenta el valor de las pendientes
las rectas tangentes. Por el contrario, en el entorno de un punto la funcion es con
(n) cuando al aumentar los valores de x disminuye el valor de las pendientes de las

tas tangentes.

vA Y4 to f(x)

{3

0O X X O X X
Convexa Concava

En la figura de la izquierda se observa que, en el entorno de X, las tangentes
aumentandot, >t, >t,; como la tangente o pendiente es la derivada de la funcion, en

entorno de x las derivadas constituyen una funcion creciente, por lo cual su derivac
sea, la derivada de la derivad&;) es positiva.

En la figura de la derecha se observa que, en el entorno de x, las tangentes
disminuyendo¢, <t, <t,; como la tangente o pendiente es la derivada de la funcion,

el entorno de x las derivadas constituyen una funcion decreciente, por lo cual su del
da, o sea, la derivada de la derivada) es negativa.

En resumen: si una funcion dos veces derivable en un punto x = a, es cony
(O) en ese punto cuando f’(a) > 0 y es conchvpen ese punto cuando f’(a) < 0.

Un punto de inflexion es aquél donde la
funcién pasa de ser concava a convexa 0 vice
versa, 0 sea: la segunda derivada cambia d
signo en ese punto, 0 lo que es lo mismo: se
anula.

YA

De lo anterior se deduce que:




Para que un punto R[X(xo)] sea de inflexién es necesario que f’(x) = 0.

La condicion anterior, que es necesaria, no es suficiente; en algunos casos su
que para x = a se anulen las derivadas segunda, tercera y asi sucesivamente. En
casos se debe seguir derivando la funcidn hasta hallar una derivada que no se ant
ese punto. Si el orden de esa derivada es par y ademas f'(a) = 0, la funcién tiene ul
tremo relativo; si es impar, la funcién tiene un punto de inflexiéon para x = a.

b) {'x= a%- &+b ;;p(¥= 8- & @x- )= p()=0>a-1-1=0;; a=1
Paraa=1eg{¥)= X -3¢ +bx+1.
Por pasar por A(1, 1) tiene que $€1)=1:
p()t %~ 32+b ¥ E1; 1-3+b+1=1= b=2
c)

La funcion esg ¥ = x* - 3x® + 2x +1.

Para que la funcion p(x) sea creciente o decreciente en el punto A(1, 1) tiene
ser p'(1)>0 o p'(1)<0, respectivamente.

p(¥= 8- 6+ 2= p()E 3-1- 6.1 2= 3- 6+ 2-1<0.

La funcion p(x) es decreciente en el punto A(1, 1).
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4°) a ) Expresef(x)=x-|x| como una funcién definida a trozos y dibuje su gréfica de
forma aproximada.

1
b ) Calcule la integral definidfx- | x| dx.
-1

c ) Calcule el area del recinto plano limitado por la gréfica de f(x), el eje OX, la rec
x=-1ylarectax=1.

a)

: - X si x<0 .
Sabiendo qu¢x|:{ NS la funcion

f(¥=x-|x| puede redefinirse o expresarse defi-
nida a trozos de la forma siguiente:

f(x):{— X si x<0

X si x=0

X Su representacion grafica aproximada es le
3 indicada en la figura adjunta.

Para x < 0 la funcién es:

2 x 0 -1 -2 -3
fl)=—x :{f(x)o -1 -4 -9

Para x> 0 la funcion es:

f(x):x2 - { x 0 1 2 3 .
f 0

b)
- ¥ si x<0

2

Sabiendo quef(x=x-|x| se puede expresar de la forméx):{ _
X" sl xz20

c b c
que siendo a < b < ¢ se cumple dud X de [ {3 dx+[ f(x) dx, serfa:
a a b

1

0 1 370 3! 13 3
J- X | >|<dx:j— X dx+jx2dx: X X z0- (=) R S S
° . 3], . 3 3 —

-1



La superficie pedida es la suma d&/ .

Teniendo en cuenta que las ordenadas de |
superficie $ son negativas y que si se invierten
los limites de integracion la superficie cambia de
signo, el area pedida es la siguiente:

v X<
N
1
ot— L
|
2
o
X
1
|
w|%,
| |
| o
N
1
|
|
W
w
|
|
o
1
Wl
=
1
N
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OPCION B

L, . ;. . , X .
1°) Calcule los maximos y minimos relativos de la funcﬁ(it)=5+cosx en el interva-

lo 0<n<2n. Tenga en cuenta que los angulos se miden en radianes.

Para que una funcion tenga un maximo o un minimo relativo es condicién nece
ria que se anule su primera derivada:

x1:30):g

T(Q:%—senxzo = senx=% = x0(0, 277) = .
1500_%7

Para diferenciar entre maximo y minimo relativo se recurre a la segunda derive

V3

f (%7) —cosg —cosS(P=—7<O = Maximo

f'(x)=-cosx = x0(0, 27) =

f '(%)z—cos%z— c0315032+§>0 = Minimo

n
f(g):§+cosl—T—£+ 00330’—£+£—n+6\/_

2 6 12 12 2 12

Méximo relativo: Al 2 7+ 63
6 12

5n

f(%”):i+c055—ﬂ—5—ﬂ+ 3150’—5—77—£—5ﬂ 63
2 6 12 12 2 12

Minimo relativo: B
6 12

5775776\/_}

*kkkkkkkkk



2°) a ) Escriba la formula o regla de la integracion por partes.

b ) Apliquela para calcular la integral indefinidaj X -COS X - dX.

a)

La formula de la integracion por partes se deduce de la diferencial de un prodt

de funciones y de la propiedad de la suma de integrales.

(du)v du+ u dw I (du)v:J' du vj u dv= u-\FJ'du-v+ju-dv =

j u- dvw= u-v—J-v-du

b)
= X - du=2xdx
I=I X -cosX-dx = = X seme_[senx-Zxdx=
cos x dx dv- v=senx

= *x- senx 2-] x senx- dx= ¥ -senx —2I, =1 *)

U= X- du=dx
1I:I X senx-dx = = x-cosx—j—cosx-dx:
senx: dx= dv- v=-C0SX

= X-COS >+I cos x- dx x-cos x+senx =1,

Sustituyendo en valor obtenido desh el valor de | dado en (*), queda:

=P x seAx2-( -Eos +x se)x € > senx 2xo0s x 2senx+C

E( %~ J senx- 2xcos x+C
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0O b b
3°) Determine el rango de lamatz| 1 0 1|, segun los valores del parametro b.

b -2 0
0 b b b, =0
|A|=|1 0 1|=-2b+b*=blb-2)=0 =
b -2 0 b, =2
0 0 O Lo 1
Parab =0exA=|1 0 1|, equivalente a efectos de rangma(o s o}’
0 -20

1 0
cuyo rango es 2 por shl)r _2‘ =-2#0.

2
0
-2

Parab =2 ea-=

N P O
O Fr N

0 2
, CUYO rango esZporslr ,|=72%0.

Conclusion:

_2} = Rangode A=2

bz0
Para = Rangode A=3 ;; Para
b#z2 b
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X=A
4°) a ) Calcule el punto de corte del planex+y=0y la rectar ={y=-2
z=1+ A1

b ) Determine la recta s que esta contenida en el plgroorta perpendicularmente ar.

a)
Para hallar el punto de corte xlg r basta con resolver el sistema que forman:
m=x+y=0
Y X=2
X=A
ey [T AT2E05 4225 Jy=-2 = P(2 -2 3
YT z=1+2=3
z=1+1
b)

Existen diversas formas de resolver este ejercicio; una de ellas es la siguiente:
Un vector director de r es =(1, 0, 1).

Los puntos de s, por estar contenidanernx+ y =0, tienen que satisfacer su ecua-
cion; por ejemplo, dos puntos de s sdrx, - x 0), OxOR y B(2, -2, -1). Un vector di-
rector de s esv= BA= A- B=(x ,-x , 0-(2- 2 -3=(x-2 -x+2 1).

Para que las rectas r y s sean perpendiculares, sus vectores directores tambié
nen que serlo:

—_

u v= ej(x— 2- X+ 2)1(1 Q);x—-2—0+r=0;;x—1:0;;§5;.
El punto A es A(1, -1, 0); el vector director de sves(- 1, 1, 1) y la ecuacién de
s es:

Xx=1-A
s=qy=-1+A
z=A
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