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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cada una
cuatro cuestiones de la opcion elegida puntuara 2’5 puntos como maximo. Cuand
solucion de una cuestidn se base en un calculo, éste debera incluirse en la respues
da.

OPCION A

1°) Considere las funcioneq 3= serf x y g(x):jﬁ .dt, 0 < x < 1. Calcule la de-
0

rivada de la funcionF(x) = g[ f(x)], _—272 < x<g. Simplifique en lo posible dicha deriva-
da.

g(x) = lﬁ dt = {1(; :;Ju

t=0=u=1

t=x- u=1-x 1 -1
}3 g(x):z'l'- .du=

= —%[Lu] o —%[L(l— x)- L1] = —%[L(l— x)—0] = -% Le-x=g(x). (0<x<1)

€ )= b()]:—% - seﬁx):—% Lcog x=— Lcos x= F(x). (%T<x<7_2Tj
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2°) a ) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la hipérb
x -y =1, su recta tangente en el punto A(1, 1) y larecta x = 2.

b ) Calcule el &rea de dicha regién plana.

a)
La recta tangente tiene como pendiente la deri:
Y vada de la funcién para x = 1:
S 1 1 1
X-y=1=y==;, y=—— = m=y'{l)=--=-1
N\ A y y=SnyE- y(@)=-5=-1
3 2 o 1 3:;' Sabiendo que la ecuacion de la recta que pas
por un punto conocida la pendiente viene dada por I
1 formula y- y = m{x-x,), paraA(1,1) y m=-1es:
-2 "
\_3 y-1=-1x-1)=-x+1 = t=y=-x+2.
El punto de corte de la tangente con la recta x = 2 es el siguiente:
y=-X+2
= y=-242=0;;y=0= B(2 0).
X=2 -
La representacion grafica de la situacion es la de la figura.
b)

{

22 12 B 1 . 1 _
|_2+E—2-2 - Ll+5_ 2.1=L 2+ 2—4—0—E+2—L2—§D019 ¥ =S.
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Xx+y=a+l
39) Discuta, en funcidn del parametrpel sistema de ecuacione x- y+az=-2
(a+1)x+ y—-z=2
(No es necesario resolverlo en ningun caso).

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 O 1 1 0 a+1
A= -2 -1 a|yA=-2 -1 a -2
a+l1 1 -1 a+l1 1 -1 2

El rango de A en funcion del parametres el siguiente:

1 1 0 -1
|Al=| -2 -1 a :1+a(a+])—a—2:—l+a2+a—a:a2—1:O:{ :
atl 1 -1

=-1
Para {aiaz 1} = RangoA= RangoA'= 3=n° incognitas = CompatibleDeterminado

1 1 0 0
Paraa=-1= A=|-2 -1 -1 -2|= {C,=C,+C,} = Rango A" =
0 1 -1 2
1 1 0
= {C,C,C}=|-2 -1 -2|=-2+2+4=4#0 = Rango A'=3.
0 1 2

Para a=-1= RangoA=2 ;; RangoA'=3 = Incompatilte

1 1 0 2
Paraa=1= A=|-2 -1 1 -2|= {F,=-F,} = RangodeA'=2
2 1 -1 2

Para a=1= RangoA RangoA= 2< rP incég = Compatible Indeterminado
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. =1 =
4°) Considere las rectas {);_ , y s= {2’(_ (z)’ obtenga un punto P de r y un punto Q de

tales que el vectoru =PQ tenga mddulo igual a 1 y sea ortogonal al vector
=(-1 0, 1).

s
v

Un punto P deres P(d,a) y un punto Q de s es R, p).

Elvectoru=PQesu=Q-P=(8,0 B)-(1 a, a)=(8-1, -a, B-a)=u.

Si los vectoresu y v son ortogonales su producto escalar tiene que ser cero:

—_—

U v=(-101(8-1-a, f-a)=-p+1+f-a=0 = a=1.

El vector pedido es de la forma=(0, -1, B-1); como tiene que ser unitario, su
ma&dulo tiene que ser la unidad:

‘U‘: oy 0+(- K+ (B-F =158~ Pr1=1: f-28+1=0;
(,8—])2:0:>,8_:1.

Los puntos pedidos son P(1, 1, 1) y Q(1, 0, 1).
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OPCION B

1°) a ) Estudie el dominio, los extremos relativos, la curvatura (intervalos de concavi
y convexidad) y los puntos de inflexion de la funci{x) = L(1+ xz), donde L denota el

logaritmo neperiano.

b ) Represente la grafica d¢x) = L(1+x?) utilizando los datos obtenidos en el apartado
anterior.

a

Siendol+ ¥ >0, OxOR, el dominio de f(x) es R.

Una funcién tiene un extremo relativo cuando se anula la primera derivada:

(y) = 2% _
f(x)—l+x2—0:> x=0.

La condicion anterior es necesaria, pero no suficiente; para que exista un max
0 un minimo relativo es necesario que la segunda derivada sea negativa o positiva
pectivamente.

o) o 21 X)=2x-(2x) _ 242 -ax’ | 2-2¢ _ 20-%) _ .y
e (T o S e

f"(O):% =2>0 = La funcion )= {1+ %) tiene un minimo relativo para x=0

Teniendo en cuenta que el denominadorf dgx) es positivo para cualquier valor
real de x, para determinar su signo basta con estudiar su numerador.

Una funcién es céncavin) cuando es negativa la segunda derivada y convex
(0) cuando es positiva.

Las raices anteriores dividen el dominio de la funcion (R) en tres intervalos ©
son alternativamente positivos y negativos. Siehti®@) = 2> 0 se puede concluir que:

Para x(0(-1 1) = f"(x)>0 = Convexidad (D)

Para x(-o, —1)0(1, +o) = f"(x)<0 = Concavidad (n)

Para que existan puntos de inflexion es condicidbn necesaria que se anule |z



gunda derivada; esta condicion es necesaria pero no suficiente, pues para que ¢
punto de inflexién es necesario que no se anule la tercera derivada para los valore:
anulan la segunda.

f'(X)=0 = x=-1;; x,=1.

iy A fEef - brse) 2. (1) 2x _ - ax 1+ ¥)-8x1-x)
£ (x) h+ ) f+ )

_—Ax- 4 - 8x+8x° _ 4% —12x _ 4x(x2 —3) = £ (x)
L+ xef e ) |

f(-1)#0y f(1)#0, existen puntos de inflexién para x = -1 y para x = 1.

b)
El minimo absoluto de la funcion es el siguierfted =L 1= 0 = O(0, 0).

Los puntos de inflexion son los siguientei§t 1= L2= A-1 L2 y B(1 L2).

Siendo 1+ x* >1 teniendo en cuenta los logaritmos neperianos de los namer
mayores que 1 son positivos, el recorrido de la funcidn, esw).

Considerando que la funcion(x) = L(1+ x2) es continua en su dominio (R), que

es simétrica con respecto al eje Y por $érx)= f(x) y que . Iml f(x) = +o0, sU re-
_ oo

presentacion grafica aproximada, teniendo en cuenta todo lo anterior, es la que indi
siguiente figura.

\ﬂk

\\ //

f(x) = L(L +?) /
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x > 0. (puede utilizarse el cambio

x_e—x’

2°) Calcule las primitivas de la funcidirix) = -

de variable t =’§.

B e =t 1 o t? _
[ICTR e e —— {e‘-dx—dt}:jt_—l =] o=
t
2_
:jttzil-dt:j(u zl_j dt:jdt+jt21_ dt=t+1. *)
1 _ 1 _ A B _A++A+Bt-B_(A+Bt+(A-B) [A+B=0
= = + = = = =
-1 (t-2t+1) t-1 t+1 t? -1 2 -1 A-B=1
= 2A=1;, A== B:—l.
2
t°-1 2°t-1 2°t+1 2 2 t+1
Sustituyendo en (*) el valor obtenido de | y deshaciendo el cambio de variable
= 1 =l L.dt_lji.dt:1L|t_1|_1|_|t+1|:|_ ‘t_‘l‘:|
t°-1 2°1-1 2°t+1 2 2 t+1
X _ 2 X 2
jf()a-dX:eX+L _1+C:ex+|_\/ ( 1) +C=¢e"+L (62 1) +C=
e +1 e +1)e* -1 -1

e -1 ‘C.
e -1

_eX+L

€1 .,c (x>0)

| L ax=e+L
e - /eZX_l
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0 1 2

3°) Determine el rango de la matidz=|a+1 -1 a-2/{, segun los valores de

-1 a+l1l 2
0 1 2

|Al=|a+1 -1 a-2|=4a+ ¥ -(a-2-2-2a+1)=
-1 a+l1 2

@+ a+ Jra+ 2 2 2a 2= 24+ 4ar 2-3a-2=2& +a=a(2a+1)=0 =

1
=a=0;, a=-=>.
a=vn =77
1
Para az 0 ya¢—§:> Rango A=3
o 1 2
Paraa=0 = A=| 1 -1 -2| = {C,=2C,} = RangoA=2.
-1 1 2
L 0 1 2 o 1 2
Paraa:—E: A=-3+1 -1 -3-2|=| % -1 -3| = RangoA=2.
-1 -i+1 2 -1 3 2

Para a=0 vy a:—% = Rango A=2
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4°) a ) Determine el planoque pasa por el punto A(1, O, 1) y es perpendicular a la re:
ta r de ecuaciones+y+z=0, x—-z=1.

b ) Calcule el punto P en el que se cortamry

a)
La recta r tiene como vector director a cualquier vector que sea linealmente
pendiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la dete

nan, que som, =(1, 14 1)y n, =(1, 0, -1):
k
1|=-+j-k+j=-i+2j-k = v=(1 -2 1).

El planon pedido tiene como vector normaiva y su expresion general es de la
forman=x-2y+z+D =0.

Como el planar contiene al punto A(1, 0, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

= x-2y+z+D =0

= + 2.-0+1+4D=0;; 24D=0;; D=-2.
AL 0, 1)

= X—-2y+z-2=0

b)
El punto en el que se cortan tgs la solucion del sistema que forman:

x+y+z=0
X+ y+x=0] 2x+y=0 2x+y=0
Xx=2=0} - Xx=z2 = =
X—2y+x—-2=0] 2x-2y=2 x-y=1
X—2y+z-2=0

= 3x=1;; x= z:% ;p 2X+y=0 §+y:O oy =-

wlin
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